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1 知识回顾

1.1 集合

定义 1 (极限). 设 {An} 为集合列, 记

lim sup
n→+∞

An =
⋂
n≥1

⋃
i≥n

Ai, lim inf
n→+∞

An =
⋃
n≥1

⋂
i≥n

Ai,

分别为 {An} 的上极限和下极限. 若 lim sup
n→+∞

An = lim inf
n→+∞

An, 则 {An} 的极限存在, 并记

lim
n→+∞

An = lim sup
n→+∞

An = lim inf
n→+∞

An.

若 {An}单调递增,则 lim
n→+∞

An =
+∞⋃
n=1

An; 若 {An}单调递减,则 lim
n→+∞

An =
+∞⋂
n=1

An.

定义 2 (势). ¯̄A 表示集合 A 的势. 设 A,B ̸= ∅, 若存在单射 f : A → B, 则记

¯̄A ⪯ ¯̄B 或 ¯̄B ⪰ ¯̄A.

若 ¯̄A ⪯ ¯̄B, ¯̄A ⪰ ¯̄B, 则记 ¯̄A = ¯̄B, 否则记 ¯̄A ̸= ¯̄B. 若 ¯̄A ⪯ ¯̄B, 且 ¯̄A ̸= ¯̄B, 则记 ¯̄A ≺ ¯̄B.

定理 3 (Cantor-Bernstein-Schröeder 定理). 若 ¯̄A = ¯̄B, 则存在双射 f : A → B.

定义 4 (有限, 可数与不可数). 若存在 n ∈ N, 使得 ¯̄A = ¯̄{1, 2, · · · , n}, 则 A 为有限集,

否则 A 为无限集. 若 A 为无限集, 且 ¯̄A = ¯̄N, 则 A 为可数集. 否则 A 为不可数集.

通常记集合 N 的元素个数为 +∞, 以下记 R = [−∞,+∞].

1.2 测度

1.2.1 σ-域

设 X 为全集, 2X = {A : A ⊂ X}, A ∈ 2X .

定义 5 (σ-域). 设 ∅ ̸= A ⊂ 2X , 若 A 满足:

(1) 若 E ∈ A , 则 EC ∈ A ;

(2) 若 E1, E2, · · · ∈ A , 则
+∞⋃
n=1

En ∈ A ,

则 A 为σ-域.
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命题 6 (σ-域的性质). 设 A 为 σ-域.

(1) ∅ ∈ A , X ∈ A ;

(2) (有限交与有限并) 若 E1, E2, · · · , En ∈ A , 则
n⋃

k=1

Ek ∈ A ,

n⋂
k=1

Ek ∈ A ;

(3) (可数交与可数并) 若 E1, E2, · · · ∈ A , 则
+∞⋃
n=1

En ∈ A ,

+∞⋂
n=1

En ∈ A .

定义 7 (生成 σ-域与 Borel 集). 设 C ⊂ 2X , 则

σ(C ) =
⋂

C⊂A

A , A 为 σ-域

为 C 的生成 σ-域. 记 O = {Ω ⊂ Rn,Ω为开集}, 则 BRn = σ(O) 中的元素称为 Rn 中

的 Borel 集.

1.2.2 测度

定义 8 (测度). 设 A 为 σ-域, 映射 µ : A → [0,+∞], 满足:

(1) µ(∅) = 0;

(2) 若 A1, A2, · · · ∈ A 互不相交, 则

µ

(
+∞∑
n=1

An

)
=

+∞∑
n=1

µ(An),

则 µ 为 X 上的测度, A ∈ A 为µ-可测集, µ(A) 为 A 的测度. {X,A , µ} 为测度空间.

命题 9 (测度的性质). 设 {X,A , µ} 为测度空间.

(1) (有限可加性) 若 A1, A2, · · · , An ∈ A 互不相交, 则

µ

(
n∑

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

µ(Ak);

(2) (单调性) 设 A,B ∈ A , A ⊂ B, 则 µ(A) ≤ µ(B);

(3) (可减性) 设 A,B ∈ A , A ⊂ B, µ(A) < +∞, 则 µ(B − A) = µ(B)− µ(A);

(4) (次可加性) 设 A1, A2, · · · ∈ A , 则

µ

(
+∞∑
n=1

An

)
≤

+∞∑
n=1

µ(An);
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(5) (极限) 设 A1, A2, · · · ∈ A , {An} 单调递增, 则

µ

(
lim

n→+∞
An

)
= lim

n→+∞
µ(An);

设 {An} 单调递减, µ(A1) < +∞, 则

µ

(
lim

n→+∞
An

)
= lim

n→+∞
µ(An).

定义 10 (零测集与完备). 设 E ∈ A , µ(E) = 0, 则 E 为µ-零测集. 设 {X,A , µ} 为测

度空间, 如果 X 中的 µ-零测集的子集都是 µ-零测集, 则 {X,A , µ} 为完备的测度空间.

1.2.3 外测度

定义 11 (外测度). 映射 µ∗ : 2X → [0,+∞], 满足:

(1) µ∗(∅) = 0;

(2) 若 A1, A2, · · · ∈ 2X , 则

µ∗

(
+∞∑
n=1

An

)
≤

+∞∑
n=1

µ∗(An),

则 µ∗ 为 X 上的外测度.

定理 12 (Caratheodory 定理). 设 µ∗ 是 X 上的外测度, 则

A =
{
E ∈ 2X : µ∗(T ) = µ∗(T ∩ E) + µ∗(T ∩ EC),∀T ∈ 2X

}
为 σ-域, µ∗|A 为测度, A 中的元素称为µ∗-可测集.

定义 13 (Lebesgue 测度). 设

Q = (a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (an, bn) ∈ Rn,

称 Q 为 Rn 中的开方体, 定义

m(Q) =
n∏

k=1

(bk − ak);

再设 A ⊂ Rn, 定义

m∗(A) = inf
+∞∑
k=1

m(Qk), 其中 Q 为开方体且A ⊂
+∞⋃
k=1

Qk,

则 m∗ 为 Rn 上的外测度. m∗-可测集为 Lebesgue 可测集, 并记它们所构成的集合为

L , m∗|L 为 Lebesgue 测度, 记为 m, {Rn,L ,m} 为测度空间.



6 1 知识回顾

定义 14 (Lebesgue-Stieltjes 测度). 设 F : R → R 是右连续的单调递增函数, 定义

mF ((a, b)) = F (b)− F (a),

再设 A ⊂ R, 定义

m∗
F (A) = inf

+∞∑
k=1

m((ak, bk)), 其中A ⊂
+∞⋃
k=1

(ak, bk),

则 m∗
F 为 R 上的外测度. m∗

F -可测集为 Lebesgue-Stieltjes 可测集, 并记它们所构成

的集合为 LF , m∗|LF
为 Lebesgue-Stieltjes 测度, 记为 mF , {R,LF ,mF} 为测度空

间. 特别地, 取 F (x) = x, 则 mF 为 R 上的 Lebesgue 测度.

命题 15 (Lebesgue 测度的性质). 设 {Rn,L ,m} 为测度空间.

(1) Borel 集都是 Lebesgue 可测集;

(2) {Rn,L ,m} 为完备的测度空间;

(3) (平移不变性) 设 A ∈ L , b ∈ Rn, 则 A+ b 可测, 且 m∗(A+ b) = m∗(A);

(4) (正则性) 设 A ∈ L , 则

m(A) = inf{m(Ω) : Ω ⊃ A且 Ω 为开集}

= sup{m(K) : K ⊂ A且 K 为紧集}.

1.3 可测函数

1.3.1 可测函数的定义与性质

设 {X,A , µ} 为测度空间.

定义 16. 可测函数 设 A ∈ A , f : A → R, 如果对任意的 λ ∈ R, {f > λ} ∈ A , 则 f

为µ-可测函数. 若 X = Rn, A = L , µ 是 Lebesgue 测度, 则 f 为 Lebesuge 可测函数.

命题 17. 可测函数的性质 设 f, g, f1, f2, · · · 是 µ-可测函数.

(1) 设 B ∈ BR, 则 {f ∈ B} ∈ A ;

(2) αf + βg, fg, f/g(g ̸= 0), |f | 是 µ-可测函数;

(3) inf fn, sup fn, lim inf
n→+∞

fn, lim sup
n→+∞

fn 是 µ-可测函数.

命题 18 (特征函数). 设 A ⊂ X, 则

χA(x) =

1, x ∈ A,

0, x ∈ X − A
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是 µ-可测函数当且仅当 A ∈ A .

定义 19 (简单函数). 设 A ∈ A , φ : A → R, 如果 Rgf 是有限集, 则 φ 为简单函数.

1.3.2 简单函数逼近可测函数

定理 20. 设 A ∈ A , f : A → [0,+∞] 是 µ-可测函数, 则存在简单函数 φn : A →

[0,+∞], n = 1, 2, · · · , 使得

(1) 0 ≤ φn ≤ φn+1;

(2) φn 逐点收敛于 f .

定理 21. 设 A ∈ A , f : A → [0,+∞] 是有界的 µ-可测函数, 则存在简单函数 φn : A →

[0,+∞], n = 1, 2, · · · , 使得

(1) 0 ≤ φn ≤ φn+1;

(2) φn 一致收敛于 f .

定理 22. 设 A ∈ A , f : A → R 是有界的 µ-可测函数, 则存在简单函数 φn : A →

R, n = 1, 2, · · · , 使得

(1) |φn| ≤ |f |;

(2) φn 一致收敛于 f .

1.3.3 连续函数逼近可测函数

定理 23 (Tietze 延拓定理). 设 K ⊂ Rn 是紧集, f : K → R 连续, 则存在连续函数

f̃ : Rn → R, 使得 f̃
∣∣∣
K
= f .

定理 24. 设 A ∈ L , f : A → R 是几乎处处有限的 Lebesgue 可测函数, 则对任意的

ε > 0, 都存在 E ⊂ A, m(E) ≤ ε, 使得 f |A−E 连续.

定理 25 (Luzin定理). 设 A ∈ L , m(A) < +∞, f : A → R是几乎处处有限的 Lebesgue

可测函数, 则对任意的 ε > 0, 存在连续函数 g : A → R, 使得 m({g ̸= f}) ≤ ε.

1.3.4 可测函数的收敛

为了让 {fn} 收敛于 f , 在收敛的定义中, 设 f 几乎处处有限. 否则, 若 |f | = +∞,

fn → f 的话, 就不能称 {fn} 收敛. 这种情况, 通常说 {fn} 以 f 为极限, 但是不收敛.
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定理 26 (Eg&orov 定理). 设 A ∈ A , µ(A) < +∞, fn, f : A → R 是 µ-可测函数,

n = 1, 2, · · · , 且 f 几乎处处有限. 若 fn 逐点收敛于 f , 则对任意的 ε > 0, 都存在

E ⊂ A, µ(E) ≤ ε, 使得 fn|A−E 一致收敛于 f |A−E.

定义 27 (几乎处处收敛). 设 A ∈ A , fn, f : A → R 是 µ-可测函数, n = 1, 2, · · · , 如果

存在 E ⊂ A, µ(E) = 0, 使得 fn|A−E 逐点收敛于 f |A−E, 则 fn 几乎处处收敛于 f , 记

为 fn → f, µ− a.e..

命题 28. fn → f, µ− a.e. 当且仅当对任意的 ε > 0, 有

µ

(
+∞⋂
m=1

+∞⋃
n=m

{|fn − f | ≥ ε}

)
= 0.

定义 29 (依测度收敛). 设 A ∈ A , fn, f : A → R 是 µ-可测函数, n = 1, 2, · · · , 若对任

意的 ε > 0, 有

lim
n→+∞

µ({|fn − f | ≥ ε}) = 0,

则 fn 依测度 µ 收敛于 f , 记为 fn
µ−→ f .

定理 30 (Riesz 定理). 设 A ∈ A , fn, f : A → R 是 µ-可测函数, n = 1, 2, · · · , fn
µ−→ f ,

则存在子列 {fnk
}, 使 fnk

→ f, µ− a.e..

1.4 积分

1.4.1 积分的定义与性质

设 {X,A , µ} 为测度空间.

定义 31 (积分). 设 A ∈ A , φ : A → [0,+∞) 是简单函数, Rgφ = {α1, α2, · · · , αn}, 则∫
A

φdµ =
n∑

k=1

αiµ({f = αi})

为 φ 的积分; 设 f : A → [0,+∞] 是 µ-可测函数, 则∫
A

fdµ = sup
∫
A

φdµ, 其中 0 ≤ φ ≤ f 为简单函数

为 f 的积分; 最后, 设 f : A → R 是 µ-可测函数, 记 f = f+ − f−, 若
∫
A

f+dµ < +∞

或

∫
A

f−dµ < +∞, 则称
∫
A

fdµ 有定义,∫
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ
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为 f 的积分. 特别地, 若 X = Rn,A = L , µ = m, 则此时积分为 Lebesgue 积分, 若

X = R,A = LF , µ = mF , 则此时积分为 Lebesgue-Stieltjes 积分, 并可简记为∫
A

fdF (x).

若

∫
A

f+dµ < +∞,

∫
A

f−dµ < +∞, 则 fµ-可积, 记所有的 µ-可积函数所构成的函数集

合为 L1(A).

命题 32 (积分的性质). 设 A ∈ A , f, g : A → R 是 µ-可测函数.

(1) 设 f = 0, µ− a.e., 则
∫
A

fdµ 有定义, 且
∫
A

fdµ = 0;

(2) (单调性) 设 f, g ≥ 0 或 f, g ∈ L1(A), f ≤ g, 则
∫
A

fdµ ≤
∫
A

gdµ;

(3) (区域可加性) 设 A = B +C,B,C ∈ A , 如果 f ≥ 0, 则
∫
A

fdµ =

∫
B

fdµ+

∫
C

fdµ;

(4) (区域可加性) 设 A = B + C,B,C ∈ A , 如果 f ∈ L1(A), 则 f ∈ L1(B) ∩ L1(C), 且∫
A

fdµ =

∫
B

fdµ+

∫
C

fdµ.

1.4.2 积分的收敛

定理 33 (Levi 单调收敛定理). 设 A ∈ A , fn, f : A → [0,+∞] 是 µ-可测函数, n =

1, 2, · · · , fn → f, n → +∞, 若 {fn} 单调递增, 则∫
A

fkdµ →
∫
A

fdµ, k → +∞.

定义 34 (绝对可积). 设 A ∈ A , f : A → [−∞,+∞] 是 µ-可测函数, 若∫
A

|f |dµ < +∞,

则 f 绝对可积.

可以证明 f ∈ L1(A) 当且仅当 f 绝对可积, 从而

L1(A) =

{
f : A → R :

∫
A

|f |dµ < +∞
}
.

命题 35 (绝对连续性). 设 A ∈ A , f ∈ L1(A), 则对任意的 ε > 0, 都存在 δ > 0, 对任意

的 E ⊂ A, E ∈ A , µ(E) < δ, 都有 ∫
E

|f |dµ < ε.
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定理 36 (Fatou 引理). 设 A ∈ A , fn : A → [0,+∞] 是 µ-可测函数, n = 1, 2, · · · , 则∫
A

lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
A

fndµ.

定理 37 (Lebesgue 控制收敛定理). 设 A ∈ A , fn, f ∈ L1(A), n = 1, 2, · · · , fn → f, n →

+∞, 若存在 g : A → [0,+∞], g ∈ L1(A), 使得 |fn| ≤ g, n = 1, 2, · · · , 则∫
A

|fn − f |dµ → 0, n → +∞, 进而

∫
A

fndµ →
∫
A

fdµ.

定理 38 (Fubini定理). 设 f : Rn×Rm → R是 Lebesgue可测函数, f = f(x,y), x ∈ Rn,

y ∈ Rm, 若 f ≥ 0 或 f ∈ L1(Rm × Rn), 则∫
Rn×Rm

f(x,y)dxdy =

∫
Rn

{∫
Rm

f(x,y)dy
}

dx

=

∫
Rm

{∫
Rn

f(x,y)dx
}

dy.

一个重要的结论是: 对于非负函数 f(x),∫ b

a

f(x)dx =

∫ +∞

0

m({f > y})dy.

1.5 微分

1.5.1 有界变差函数

定义 39 (变差与全变差). 设 f : [a, b] → R, p : a = a0 < a1 < · · · < an = b 为 [a, b] 的一

个分割, 记

V (f ; p) =
n∑

i=1

|f(ai)− f(ai−1)|,

其为 f 对于分划 p 的变差; 记

V (f) = sup
p

V (f ; p),

其为 f 的全变差. 若 V (f) < +∞, 则 f 为有界变差函数, 其所构成的集合记为

BV ([a, b]) = {f : [a, b] → R : V (f) < +∞}.

设 f ∈ C1([a, b]), 则 f ∈ BV ([a, b]), 且 V (f) =

∫ b

a

|f ′(x)|dx; 设 f 单调递增, 则

f ∈ BV ([a, b]), 且 V (f) = f(b)− f(a); 设 f 是 Lipschitz 函数, 则 f ∈ BV ([a, b]).
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命题 40 (有界变差函数的性质). 设 f, g ∈ BV ([a, b]).

(1) V (f) ≥ |f(b)− f(a)|;

(2) f 有界;

(3) αf + βg ∈ BV ([a, b]).

定理 41 (Jordan 分解). 设 f ∈ BV ([a, b]), 则存在单调增函数 g, h : [a, b] → R, 使

f = g − h.

1.5.2 几个重要结论

命题 42. 设 f : [a, b] → R 单调递增, 则 f 连续, m− a.e..

定理 43 (Lebesgue 微分定理). 设 f : [a, b] → R 单调递增, 则 f 可导, m− a.e., 且∫ b

a

f ′(x)dx ≤ f(b)− f(a).

命题 44. 设 f ∈ BV ([a, b]), 则 f 可导, m− a.e., 且 f ′ ∈ L1([a, b]).

命题 45. 设 f, g ∈ C([a, b]), 若 f = g,m− a.e., 则 f = g.

定理 46 (微积分基本定理). 设 f ∈ L1([a, b]), 则 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt 可导, 且

d
dxF (x) = f(x), m− a.e..

特别地, 设 f ∈ C([a, b]), 则上式对任意的 x ∈ [a, b] 成立.

1.5.3 绝对连续函数

定义 47 (绝对连续函数). 设 f : [a, b] → R, 对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 如果对任意的

(ai, bi) ⊂ [a, b], i = 1, 2, · · · ,m 互不相交, 并且
m∑
i=1

|bi − ai| < δ,

都有
m∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε,

则 f 为绝对连续函数, 其所构成的集合记为

AC([a, b]) = {f : [a, b] → R : f绝对连续}.
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设 f 是 Lipschitz函数,则 f ∈ AC([a, b]);设 f ∈ L1([a, b]),记 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈

[a, b], 则 F ∈ AC([a, b]).

命题 48 (绝对连续函数的性质). 设 f, g ∈ AC([a, b]).

(1) f 一致连续;

(2) αf + βg, fg ∈ AC([a, b]);

(3) f ∈ BV ([a, b]).

由 f ∈ BV ([a, b]) 知 f 可导, m− a.e., 且 f ′ ∈ L1([a, b]).

定理 49 (Leibniz 公式). 设 f ∈ AC([a, b]), 则∫ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a).

定理 50. 设 f : [a, b] → R, 则 f ∈ AC([a, b]) 当且仅当, 存在 g ∈ L1([a, b]), 使得

f(x) =

∫ x

a

g(t)dt+ c, x ∈ [a, b].

1.6 概率论基础

1.6.1 概率空间

通常, 用 Ω 表示样本空间, ω ∈ Ω 为样本点. 样本空间的子集 A ⊂ Ω 称为事件, 事

件所构成的集合可以用 F 表示.

定义 51 (概率). 设 Ω 是样本空间, F 是 Ω 上的 σ-域, P 是 {Ω,F} 上的测度, 且满足

P{Ω} = 1, 则 P 为概率, {Ω,F ,P} 为概率空间.

概率其实就是测度, 只是外加了 P{Ω} = 1 这个条件. 在有限的测度下, 许多问题

都变得非常简单. 另外, 设 A ∈ F , 则 P{A} 也被称为事件 A 发生的概率. 以下设

{Ω,F ,P} 是概率空间.

如果 Ω 是有限集, λ 是计数测度的话, 定义 P{A} =
λ(A)

λ(Ω)
, 这样的概率空间即为

古典概型; 而如果 Ω 是 Rn 中的 Lebesgue 可测集, m 是 Lebesgue 测度的话, 定义

P{A} =
m(A)

m(Ω)
, 这样的概率空间即为几何概型.

定义 52 (分布函数). 设 F : R → R 是右连续的单调递增函数, 则 F 为准分布函数; 如

果 lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1, 则 F 为分布函数.

每一个准分布函数 F , 都决定着 R 上的一个 Lebesgue-Stieltjes 测度 mF .
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1.6.2 随机变量

定义 53 (随机变量). 设 X : Ω → R 是可测函数, 则 X 为随机变量.

定义 54 (特征函数). 设 A ∈ F , 令

χA(ω) =

1, ω ∈ A,

0, ω ∈ Ω \ A,

则 χA 是随机变量, 为事件 A 的特征函数.

定义 55 (分布函数). 设 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 令

FX(x) = P{X ≤ x}, x ∈ R,

则 FX(x) 为 X 的分布函数.

可以验证上面所定义的分布函数是右连续的单调递增函数, 且 lim
x→−∞

F (x) = 0,

lim
x→+∞

F (x) = 1. 事实上, 满足这三条性质的函数一定也是某个随机变量的分布函数.

定义 56 (离散型分布). 设 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 若

RgX = {a1, a2, · · · }

包含至多可数个实数, 则其为离散型随机变量, 对应的分布函数

FX(x) =
∑
an<x

P{X = an}

为离散型分布.

定义 57 (连续型分布). 设 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, FX(x) 为 X 的分

布函数, 若存在非负函数 p(x) ∈ L1(R), 使得

FX(x) =

∫ x

−∞
p(t)dt, x ∈ R,

则 X 为连续型随机变量, FX(x) 为连续型分布, p(x) 为 X 的概率密度.

若 X 既不是离散型随机变量, 也不是连续型随机变量, 则 X 为奇异型随机变量.
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1.6.3 期望, 矩与特征函数

定义 58 (期望). 设 X ∈ L1(Ω), 则

EX =

∫
Ω

XdP

为 X 的期望.

定理 59 (概率空间的积分). 设 FX(x) 为 X 的分布函数, g : R → R 是可测函数, 则

Eg(X) =

∫
R
gdFX(x),

并且只要等式一端有意义, 另一端就有意义. 特别地, 取 g(x) = x, 则有

EX =

∫
R
xdFX(x).

若 X 是离散型随机变量, 设 RgX = {a1, a2, · · · }, pn = P{X = an}, n = 1, 2, · · · , 则

EX =
+∞∑
n=1

anpn;

若 X 是连续型随机变量, 设密度函数为 p(x), 则

EX =

∫
R
xp(x)dx.

定义 60 (矩). 设 X ∈ Lr(Ω), 则 EXr 为 X 的r 阶矩, E(X − EX)r 为 X 的r 阶中心

矩. 特别地, 当 r = 2 时, 2 阶中心距即为 X 的方差, 记作 VarX.

设 FX(x) 为 X 的分布函数, 则容易得到计算公式

EXr =

∫
R
xrdFX(x), E(X − EX)r =

∫
R
(x− EX)rdFX(x).

定理 61 (Cr 不等式). 设 r > 0, 定义

Cr =

2r−1, r ≥ 1,

1, 0 < r < 1,

随机变量 X1, X2 ∈ Lr(Ω), 则有

E|X1 +X2|r ≤ Cr(E|X1|r + E|X2|r).
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定理 62 (Chebyshev 不等式). 设 X 是随机变量, g : [0,+∞) → [0,∞) 单调递增, 若

g(|X|) ∈ L1, 则对任意的 a > 0, g(a) > 0, 都有

P{|X| ≥ a} ≤ Eg(|X|)
g(a)

.

若 X ∈ Lr, 取 g(x) = xr 得

P{|X| ≥ x} ≤ E|X|r

xr
, ∀x > 0;

取 r = 2 得

P{|X − EX| ≥ x} ≤ VarX
x2

.

定义 63 (特征函数). 设 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 则

f(t) = EeitX

为 X 的特征函数.

命题 64 (特征函数的性质). 设 f(t) 是随机变量 X 的特征函数.

(1) f(0) = 1;

(2) f |(t)| ≤ 1,∀t ∈ R;

(3) f(t) 在 R 上一致连续.

命题 65 (特征函数的 Taylor 展开式). 设 f(t) 是随机变量 X 的特征函数, X ∈ Ln, 则

f(t) = 1 +
n∑

k=1

(it)k

k!
EXk + o(tn), t → 0.

命题 66 (特征函数的反演公式). 设 f(t) 是分布函数 F 的特征函数, 则

F̄ (b)− F̄ (a) =
1

2π
lim

T→+∞

∫ T

−T

e−itb − e−ita

−it
f(t)dt,

其中 F̄ (x) =
F (x) + F (x− 0)

2
.

设 X 是连续型随机变量, 密度函数为 p(x), 特征函数为 f(t), 则

p(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxf(t)dt,

其中积分的计算可以应用复分析中的留数定理.
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1.6.4 随机变量的收敛

借助实分析中的收敛模式, 还可以讨论随机变量的收敛. 设 {Ω,F ,P} 是概率空间,

{Xn} 是随机变量序列, X 是随机变量.

定义 67 (几乎必然收敛). 设 Xn → X, a.e., 则 Xn 几乎必然收敛于 X, 记作 Xn →

X, a.s..

若 Xn → X, a.s., 则有 P
{

lim
n→+∞

Xn = X

}
= 1.

定义 68 (依概率收敛). 设 Xn
P−→ X, 则 Xn 依概率收敛于 X, 记作 Xn

p−→ X.

若 Xn
p−→ X, 则对任意的 ε > 0, 有 lim

n→+∞
P{|Xn −X| < ε} = 1.

定义 69 (平均收敛). 设 Xn, X ∈ Lr(Ω), 其中 r > 0, 若

lim
n→+∞

E|Xn −X|r = 0,

则 Xn 依 r 阶平均收敛于 X, 记为 Xn
Lr−→ X.

定义 70 (依分布收敛). 设 Xn, X 对应的分布函数为 Fn, F, n = 1, 2, · · · , 若

Fn(x) → F (x), 对任意的 F (x) 的连续点 x,

则 {Fn} 弱收敛到 F , 记为 Fn
w−→ F ; {Xn} 依分布收敛于 X, 记为 Xn

d−→ X.

定理 71 (连续性定理). 设 Xn, X 对应的特征函数为 fn, f(t), n = 1, 2, · · · , 则 Xn
d−→ X

当且仅当

lim
n→+∞

fn(t) = f(t), ∀t ∈ R.

研究随机变量的收敛时, Levi 单调收敛定理和 Lebesgue 控制收敛定理同样适用.

命题 72 (蕴含关系). (1) 若 Xn → X, a.s., 则 Xn
p−→ X;

(2) 若 Xn
Lr−→, 则 Xn

p−→ X;

(3) 若 Xn
p−→ X, 则 Xn

d−→ X;

(4) 设 c 为常数, 则 Xn
p−→ c 当且仅当 Xn

d−→ c.

定理 73 (Sl&uckiǐ引理). 若 Xn
d−→ X,Yn

p−→ 0,Wn
p−→ 1, 则

WnXn + Yn
p−→ X.

随机变量的收敛可以用于研究大数律与中心极限定理. 在此由于篇幅有限, 同时这

部分内容不是实分析的重点, 便不再提及.
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2 作业解答

设 {X,A , µ} 为测度空间.

题目 1. 求极限:

(1) An = (0, n); (2) An = (n,+∞); (3) An =

[
0,

1

n

)
;

(4) An =

[
0,

1

n

]
; (5) An =

(
0,

1

n

]
.

解答. (1) 此时 {An} 单调递增, 因此

lim
n→+∞

An =
+∞⋃
n=1

An = (0,+∞).

特别注意, 对任意的 x > 0, 都存在 n ∈ N, 使得 x ∈ (0, n).

(2) 此时 {An} 单调递减, 因此

lim
n→+∞

An =
+∞⋂
n=1

An = ∅.

特别注意, 对任意的 x > 0, 都存在 n ∈ N, 使得 x /∈ [n,+∞).

(3) 此时 {An} 单调递减, 因此

lim
n→+∞

An =
+∞⋂
n=1

An = {0}.

(4) 此时 {An} 单调递减, 因此

lim
n→+∞

An =
+∞⋂
n=1

An = {0}.

(5) 此时 {An} 单调递减, 因此

lim
n→+∞

An =
+∞⋂
n=1

An = ∅.

特别注意, 对任意的 n ∈ N, 都有 0 /∈
[
0,

1

n

]
, 对任意的 x > 0, 都存在 n ∈ N, 使得

x /∈
[
0,

1

n

]
, 因此最后的结果是 ∅.
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题目 2. 设 f : R → R, 则 f 在 R 上连续的充要条件是, 对任意的 λ ∈ R, f 的上水平

集 {f > λ} 和下水平集 {f < λ} 都为开集.

解答. f 在 R 上连续当且仅当对任意的开集 Ω ⊂ R, {f ∈ Ω} 都为开集.

充分性: 由 (λ,+∞), (−∞, λ) 是开集知 {f > λ}, {f < λ} 也是开集;

必要性: 对任意的 (a, b) ⊂ R, {a < f < b} = {f > a} ∩ {f < b} 为开集. 注意到任意的

开集 Ω ⊂ R 都可以写成可数个不相交的闭区间 (an, bn), n = 1, 2, · · · 的并, 也即

Ω =
+∞⋃
n=1

(an, bn),

因此

{f ∈ Ω} =
+∞⋃
n=1

{an < f < bn}

为开集, 从而 f 在 R 上连续.

题目 3. 设 A,B ∈ A , 证明: 如果 µ(A∆B) = 0, 则 µ(A) = µ(B).

解答. 注意到 A∆B = (A ∩BC) + (B ∩ AC), 因此

0 = µ(A∆B) = µ(A ∩BC) + µ(B ∩ AC),

从而 µ(A ∩BC) = µ(B ∩ AC) = 0. 计算得

µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A ∩BC) = µ(A ∩B),

同理 µ(B) = µ(A ∩B), 因此 µ(A) = µ(B).

题目 4. 设 f : R → R 连续, G = {(x, f(x)) : x ∈ R}, 计算 m(G).

解答. 首先,根据G是闭集知G是 Lebesgue可测集. 记G[a,b] = {(x, f(x)) : a ≤ x ≤ b},

容易证明 m(G[a, b]) = 0. 注意到

G =
+∞⋃
n=1

G[−n,n],
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因此

m(G) ≤
+∞∑
n=1

m(G[−n,n]) = 0.

题目 5. 记 S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1}, 计算 m(S2).

解答. 首先,根据 S是闭集知 S是 Lebesgue可测集. 对任意的 n ∈ N, m
(
S2 +

(
0, 0,

1

2n

))
=

m(S2). 注意到

+∞⋃
n=1

(
S2 +

(
0, 0,

1

2n

))
⊂ [−1, 1]× [−1, 1]× [−1, 2],

因此
+∞∑
n=1

m(S2) ≤ µ

(
+∞⋃
n=1

(
S2 +

(
0, 0,

1

2n

)))
≤ 12,

若 m(S2) > 0, 则 +∞ ≤ 12, 矛盾, 因此 m(S2) = 0.

题目 6. 设 A ∈ A , f : A → R, f(x) ≡ c ∈ R, 证明: f 是 µ-可测函数.

解答. 若 λ < c, 则 {f > λ} = A ∈ A ; 若 λ ≥ c, 则 {f > λ} = ∅ ∈ A . 因此对任意的

λ ∈ R, {f > λ} ∈ A , 从而 f 是 µ-可测函数.

题目 7. 设 A ∈ A , f : A → R 为 µ-可测函数, 定义 f̃ : X → R,

f̃(x) =

f(x), x ∈ A,

0, x ∈ X − A,

称 f̃ 为 f 的零延拓. 证明: f̃ 是 µ-可测函数.

解答. 注意到 f̃ = fχA, 其中 f 与 χA 是 µ-可测函数, 从而 f̃ 是 µ-可测函数.

题目 8. 设 A ∈ A , f : A → R, Rgf = {α1, · · · , αn},记 Ek = {f = αk}, k = 1, 2, · · · , n,

证明: 如果 Ek ∈ A , k = 1, 2, · · · , n, 则 f 是 µ-可测函数.
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解答. 注意到 f =
n∑

k=1

αkχEk
,其中根据 Ek ∈ A ,知 χEk

是 µ-可测函数, k = 1, 2, · · · , n,

从而 f 是 µ-可测函数.

题目 9. 设 A ∈ L , f : A → R 是 Lebesgue 可测函数, m(A) < +∞, 证明: 存在连续函

数 gn : A → R, n = 1, 2, · · · , 使得 gn → f,m− a.e..

解答. 由 Lusin 定理, 对任意的 n ∈ N, 存在连续函数 fn, 使得 m({fn ̸= f}) ≤ 1

n
. 设

δ > 0, 注意到 {|fn − f | > δ} ⊂ {fn ̸= f}, 因此

m({|fn − f | > δ}) ≤ m({fn ̸= f}) ≤ 1

n
→ 0,

因此 fn
m−→ f , 由 Riesz 定理, 存在子列 {fnk

}, 使 fnk
→ f,m− a.e..

题目 9 的注记. 该结论说明了 Lebesuge 可测函数可以用连续函数逼近.

题目 10. 设 f : R → R, f(x) = sinx,
∫
R
fdm 是否有定义? 如果有定义, 计算

∫
R
fdm.

解答. 注意到
∫
R
f+dm =

∫
R
f−dm = +∞, 因此

∫
R
fdm 无定义.

题目 11. 设 f :

[
1

2
,+∞

)
, f(x) = lnx,

∫
[ 12 ,+∞)

fdm 是否有定义? 如果有定义, 计算∫
[ 12 ,+∞)

fdm.

解答. 注意到
∫
R
f+dm = +∞,

∫
R
f−dm < +∞, 因此

∫
R
fdm = +∞.

题目 12. 设 A ∈ A , f : A → [0,+∞] 是 µ-可测函数, 证明:∫
A

fdµ ≥ λµ({f ≥ λ}),

其中 0 < λ < +∞.
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解答. 计算得 ∫
A

fdµ =

∫
f≤λ

fdµ+

∫
f>λ

fdµ

> 0 + λ · µ({f > λ})

= λ · µ({f > λ}).

题目 13. 设 A ∈ A , f : A → [0,+∞] 是 µ-可测函数, 定义

fn(x) =

f(x), f(x) ≤ n, x ∈ A,

n, f(x) > n, x ∈ A,

证明: (1) fn : A → [0,+∞) 是 µ-可测函数;

(2)
∫
A

fndµ →
∫
A

fdµ, n → +∞.

解答. (1) 首先由 |fn| ≤ n 得 fn : A → [0,+∞), 其次注意到

fn = f(x)χ{f≤n} + nχ{f>n},

其中由 f 是 µ-可测函数, 知 {f ≤ n}, {f > n} ∈ A , 因此 χ{f≤n}, χ{f>n} 是 µ-可测函数,

从而 fn 是 µ-可测函数.

(2) fn ≤ fn+1, n = 1, 2, · · · , 且 fn → f . 由 Levi 单调收敛定理得
∫
A

fndµ →
∫
A

fdµ.

题目 14. 设 A ∈ A , f, g : A → R 是 µ-可测函数, f, g ≥ 0 或 f, g ∈ L1(A), 证明: 如果

f = g, µ− a.e., 则
∫
A

fdµ =

∫
A

gdµ.

解答. 由 f = g, µ−a.e.知存在 E ⊂ A, µ(E) = 0,使得 f(x) = g(x)对任意的 x ∈ A−E

成立. 根据积分的区域可加性得∫
A

fdµ =

∫
A−E

fdµ+

∫
E

fdµ

=

∫
A−E

fdµ

=

∫
A−E

gdµ

=

∫
A

gdµ,
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因此

∫
A

fdµ =

∫
A

gdµ.

题目 15. 设 A ∈ A , f, g ∈ L1(A), p, q > 1, 1

p
+

1

q
= 1, 证明

∫
A

|fg|dµ ≤
(∫

A

|f |pdµ
) 1

p
(∫

A

|g|qdµ
) 1

q

解答. 由 Young 不等式, 设 p, q > 1, 1

p
+

1

q
= 1, 则有

∫
A

|fg|dµ(∫
A

|f |pdµ
) 1

p
(∫

A

|g|qdµ
) 1

q

≤

∫
A

|f |pdµ

p ·
(∫

A

|f |pdµ
) +

∫
A

|g|qdµ

q ·
(∫

A

|g|qdµ
)

=
1

p
+

1

q

= 1.

题目 15 的注记. 这个不等式也被叫做 Hölder 不等式.

题目 16. 设 A ∈ A , f ∈ L1(A), 定义

fn(x) =


f(x), |f(x)| ≤ n,

n, f(x) > n,

− n, f(x) < −n,

证明 fn ∈ L1(A) 且

∫
A

fndµ →
∫
A

fdµ.

解答. 首先由 ∫
A

|fn|dµ ≤
∫
A

|f |dµ < +∞

知 fn ∈ L1(A), 其次取 g = |f | ∈ L1(A), 则 |fn| ≤ g, n = 1, 2, · · · , 由 Lebesgue 控制收敛

定理得

∫
A

fndµ →
∫
A

fdµ.
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题目 17. 设 fn, f ∈ L1(A), fn → f , 如果

(1) µ(A) < +∞; (2) |fn| ≤ M,n = 1, 2, · · · , M 为正常数,

则

∫
A

fndµ →
∫
A

fdµ.

解答. 取 g = M , 由 µ(A) < +∞ 知∫
A

gdµ = Mµ(A) < +∞,

因此 g ∈ L1(A), 由 Lebesgue 控制收敛定理得
∫
A

fndµ →
∫
A

fdµ.

题目 17 的注记. 事实上, 这个结论叫作 Lebesgue 有界收敛定理.

题目 18. 设 f : [a, b] → R 连续, f > 0, 记

G = {(x, y) : a < x < b, 0 < y < f(x)},

计算积分

∫
R

{∫
R
χG(x, y)dx

}
dy.

解答. 计算得 ∫
R

{∫
R
χG(x, y)dx

}
dy =

∫
R
m({0 ≤ f(x) ≤ y})dy

=

∫ +∞

0

m({f > y})dy.

题目 18 的注记. 一个重要的推论是∫
[a,b]

fdx =

∫ +∞

0

m({f > y})dy.

题目 19. 设 f : [a, b] → R 是 Lipschitz 连续函数, 证明: 存在 E ⊂ [a, b], m(E) = 0, 存

在 L > 0, 使得 |f ′(x)| ≤ L 对任意的 x ∈ [a, b]− E 成立.

解答. 由 f 是 Lipschitz 函数知 f ∈ AC([a, b]), 从而存在 E ⊂ [a, b], m(E) = 0, 对任意

的 x ∈ [a, b]− E, f ′(x) 有定义. 设对任意的 x, y ∈ [a, b], 都有 |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|,

整理得 ∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ ≤ L
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当 x ∈ [a, b]− E 时, 令 y → x, 则有 |f ′(x)| ≤ L.

题目 20. 设 f ∈ L1([a, b]× [c, d]), 定义

φy(x) =

∫ x

a

f(t, y)dt, x ∈ [a, b],

其中 y ∈ [c, d], 证明: 存在 E ⊂ [c, d], m(E) = 0, 使得 φy ∈ AC([a, b]) 对任意的

y ∈ [c, d]− E 成立.

解答. 由 f ∈ L1([a, b]× [c, d]) 知∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y)dx
}

dy < +∞,

从而

∫ b

a

f(x, y)dx 对 y 有限, m− a.e.. 选取 E ⊂ [c, d], m(E) = 0, 使得

∫ b

a

f(x, y)dx < +∞, ∀y ∈ [c, d]− E,

则由积分的绝对连续性知, φy ∈ AC([a, b]) 对任意的 y ∈ [c, d]− E 成立.
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3 习题课

设 {X,A , µ} 为测度空间, m 为 Lebesgue 测度, Br = {x ∈ Rn : |x| < r}.

题目 1. 设 f ∈ L1(X), f ≥ 0, 定义 λ : A → [−∞,+∞],

λ(A) =

∫
A

fdµ, A ∈ A ,

证明: λ 是 X 上的测度.

解答. 首先, 根据 f ≥ 0 得 λ 非负; 其次, 根据 µ(∅) = 0 得 λ(∅) = 0; 接下来, 设

A1, A2, · · · ∈ A 互不相交, 则

λ

(
+∞∑
n=1

An

)
=

∫
∑+∞

n=1 An

fdµ

=

∫
X

fχ∑+∞
n=1 An

dµ

=

∫
X

f lim
n→+∞

χ∑n
k=1 Ak

dµ

= lim
n→+∞

n∑
k=1

∫
X

fχAk
dµ

=
+∞∑
n=1

∫
Ak

fdµ

=
+∞∑
n=1

λ(An),

其中积分与极限的交换应用了 Levi 单调收敛定理, 从而 λ 是 X 上的测度.

题目 1 的注记. 其一, 不能直接通过积分的区域可加性得到可数可加性. 这是因为区域

可加性是对于两个积分区域而言, 可以推广到对于有限个积分区域而言, 但不能推广到

对于可数个积分区域而言; 其二, 若去掉 f ≥ 0 的条件, 则 λ 不具有非负性, 但是同样具

有 λ(∅) = 0 和可数可加性的性质, 这样的测度被称为符号测度.

题目 2. 设 λ : 2N → [0,+∞] 为计数测度.

(1) 求 λ
(
{p ∈ N, p为素数}

)
;

(2) 设 f : N → R, 则 f 是 λ-可测函数;
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(3) 设 f(1) = 1, f(2) = 2, f(k) = 0(k > 2), 计算
∫
N
fdλ;

(4) 设 f(k) =
1

k
, 计算

∫
N
fdλ.

解答. (1) 素数有无穷多个, 从而 λ
(
{p ∈ N, p为素数}

)
= +∞;

(2) 对任意的 λ ∈ R, {f > λ} ∈ 2N 可测, 从而 f 是 λ-可测函数;

(3) f 是简单函数, 从而 ∫
N
fdλ = 1× λ({1}) + 2× λ({2})

= 1 + 2

= 3;

(4) 此时 ∫
N
fdλ =

∫
N
f lim

n→+∞
χ{1,2,··· ,n}dλ

= lim
n→+∞

∫
N
fχ{1,2,··· ,n}dλ

= lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k

=
+∞∑
n=1

1

n

= +∞,

其中积分与极限的交换应用了 Levi 单调收敛定理.

题目 2 的注记. 本题的 (4) 说明了级数实质上是利用计数测度的积分, 从而级数与积

分的交换次序可以使用 Fubini 定理.

题目 3. 设 a ∈ X, 定义 Dirac 测度 δa : 2
X → [0,+∞],

δa =

0, a /∈ E,

1, a ∈ E.

计算

∫
X

fdδa.
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解答. 计算得 ∫
X

fdδa =
∫
{a}

fdδa +
∫
X−{a}

fdδa

= f(a) + 0

= f(a),

其中 δa(X − {a}) = 0.

题目 4. 设 f : R → (0,+∞) 是 m-可测函数, m({f > λ}) = e−λ(λ > 0), 计算
∫
R
fdm.

解答. 计算得 ∫
R
fdm =

∫ +∞

0

m({f > y})dy

=

∫ +∞

0

e−ydy

= 1.

另外, 若将 f 视为随机变量, 则其分布函数

F (x) =

1− e−x, x ≥ 0,

0, x ≤ 0.

从而 f ∼ Exp(1), 计算得 ∫
R
fdm = Ef = 1.

题目 4 的注记. 事实上, 上面计算期望的过程应用了 Lebesgue-Stieltjes 积分.

题目 5. 设 B1 = {(x, y), x2 + y2 < 1}, 计算
∫
B1

ln
√

x2 + y2dm.

解答. 根据 Levi 单调收敛定理得∫
B1

ln
√
x2 + y2dm =

∫
R2

ln
√

x2 + y2 lim
k→+∞

χB1−B1/k
dm

= lim
k→+∞

∫
R2

ln
√

x2 + y2χB1−B1/k
dm

= lim
k→+∞

∫
B1−B1/k

ln
√

x2 + y2dm.
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作极坐标换元 x = r cos θ,

y = r sin θ,

其中
1

k
≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π, 则

∫
B1−B1/k

ln
√
x2 + y2dm =

∫ 2π

0

dθ
∫ 1

1
k

r ln rdr

= 2π ·
(

ln k

2k2
+

1

4k2
− 1

4

)
.

从而 ∫
B1

ln
√

x2 + y2dm = lim
k→+∞

∫
B1−B1/k

ln
√

x2 + y2dm

= lim
k→+∞

2π ·
(

ln k

2k2
+

1

4k2
− 1

4

)
= −π

2
.
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设 {X,A , µ} 为测度空间, m 为 Lebesgue 测度, Br = {x ∈ Rn : |x| < r}.

题目 1. (填空题) (1) Q ⊂ R 为有理数集, 计算 m(Q);

(2) 设 α > 1, 计算
∫
[0,+∞)

1

xα
dm;

(3) 设 f(x) = sin 1

2
x, 计算 V (f ; [0, π]).

解答. (1) m(Q) = 0;

(2) 计算得 ∫
[0,+∞)

1

xα
dm =

∫
[0,1)

1

xα
dm+

∫
[1,+∞)

1

xα
dm

≥
∫
[0,1)

1

x
dm+

∫
[1,+∞)

1

xα
dm

= +∞,

因此

∫
[0,+∞)

1

xα
dm = +∞;

(3) f(x) 在 [0, π] 单调, 因此 V (f ; [0, π]) = f(π)− f(0) = 1.

题目 2. (判断题) (1) 区间 (0, 1) 的势严格小于 [0, 1] 的势;

(2) 如果 A,B ∈ A , µ(A∆B) = 0, 则 µ(A) = µ(B);

(3) 如果 f : [0, 1] → [0, 1] 是 m-可测函数, 则 f ∈ L1([0, 1]).

解答. (1) 错误, 一方面, 由 (0, 1) ⊂ [0, 1] 知 (0, 1) 的势小于等于 [0, 1] 的势, 另外一方

面, 由 (0, 1) 的势等于 (−1, 2) 的势知 (0, 1) 的势大于等于 [0, 1] 的势, 因此 (0, 1) 的势等

于 [0, 1] 的势.

(2) 正确, 注意到 A∆B = (A ∩BC) + (B ∩ AC), 因此

0 = µ(A∆B) = µ(A ∩BC) + µ(B ∩ AC),

从而 µ(A ∩BC) = µ(B ∩ AC) = 0. 计算得

µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A ∩BC) = µ(A ∩B),
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同理 µ(B) = µ(A ∩B), 因此 µ(A) = µ(B).

(3) 此时 ∫
[0,1]

|f |dm ≤
∫
[0,1]

1dm = 1 < +∞,

因此 f ∈ L1([0, 1]).

题目 3. 设 f : [a, b] → (−∞, 0) 连续, 记

G = {(x, y) : a < x < b, f(x) < y < 0},

证明: m(G) = −
∫
[a,b]

fdm.

解答. 记 g = −f , 则

m(G) =

∫
[a,b]

gdm =

∫
[a,b]

(−f)dm = −
∫
[a,b]

fdm.

题目 4. 设 f ∈ Lp([a, b]), 1 < p < ∞, 证明:

(1) f ∈ L1([a, b]);

(2) m({|f | > α}) ≤

∫
[a,b]

|f |pdm

αp
, ∀α > 0.

解答. (1) 计算得 ∫
[a,b]

|f |dm =

∫
{|f |≤1}

|f |dm+

∫
{|f |>1}

|f |dm

≤ m({|f | ≤ 1}) +
∫
{|f |>1}

|f |pdm

≤ (b− a) +

∫
[a,b]

|f |pdm

< +∞,

因此 f ∈ L1([a, b]).

(2) 计算得 ∫
[a,b]

|f |pdm =

∫
{|f |≤α}

|f |pdm+

∫
{|f |>α}

|f |pdm

≥ 0 +

∫
{|f |>α}

αpdm

= αpm({|f | > α}).
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题目 5. 设 f ∈ L1(X), 证明: 存在函数列 fk ∈ L1(X), fk 有界, k = 1, 2, · · · , 使得

(1)
∫
X

|fk − f |dµ → 0;

(2) fk 依测度 µ 收敛于 f .

解答. (1) 令

fn =

f, |f | ≤ n,

0, |f | > n,

则 |fn| ≤ |f | = g, 其中 g ∈ L1(X), 由 Lebesgue 控制收敛定理得∫
X

|fk − f |dµ → 0.

(2) 同样令

fn =

f, |f | ≤ n,

0, |f | > n,

对任意的 ε > 0, 由 f 有限, m− a.e. 知

µ(|fn − f | ≥ ε) = µ({fn ̸= f}) = µ({|f | > n}) → 0,

因此 fn 依测度 µ 收敛于 f .

题目 6. 设 f : [a, b] → R 是 Lipschitz 连续函数, 证明:

(1) f 可微, m− a.e.;

(2) f ′ 有界, m− a.e..

解答. (1) 由 f 是 Lipschitz 函数知 f 是绝对连续函数, 因此 f 可微, m− a.e..

(2) 设对任意的 x, y ∈ [a, b], |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, 则有∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ ≤ L.

若 f ′(x) 存在, 令 y → x, 则有 |f ′(x)| ≤ L, 从而 f ′ 有界, m− a.e..
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题目 7. 记

S = {x ∈ Rn : |x| = 1},

证明: m(S) = 0.

解答. 首先, 根据 S 是闭集知 S 是 Lebesgue 可测集. 计算得

m(S) = lim
k→+∞

m
(
B1+ 1

k
−B1

)
= m(B1) · lim

k→+∞

((
1 +

1

k

)n

− 1

)
= 0.
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设 {X,A , µ} 为测度空间, m 为 Lebesgue 测度, Br = {x ∈ Rn : |x| < r}.

题目 1. (判断题) (1) 设 Ak, A ∈ A , k = 1, 2, · · · , 如果 Ak 单调, Ak → A, 则 µ(Ak) →

µ(A);

(2) 设 A ⊂ Rn 为 m-可测集, 如果 m(A) = 0, B ⊂ A, 则 B 为 m-可测集;

(3) 设 f : Rn → [−∞,+∞] 为 m-可测函数, 则 {|f | = +∞} 为 m-可测集;

(4) 设 f : [a, b] → R 为 m-可测函数, 则存在连续函数 g : [a, b] → R, 使得 g 与 fm-几乎

处处相等;

(5) 设 fk, f : X → R 为 µ-可测函数, k = 1, 2, · · · . 如果 fk 依测度收敛到 f , 则 fk → f ,

µ− a.e.;

(6) 设 f, g : X → R 为 µ-可测函数, f = g, µ− a.e., f ∈ L1(X), 则 g ∈ L1(X);

(7) 设 f ∈ L1(R), t ∈ R, 则
∫
R
f(x+ t)dm =

∫
R
f(x)dm;

(8) 设 fk, f : [a, b] → R 为 m-可测函数, k = 1, 2, · · · , fk → f . 如果存在常数 M > 0, 使

得 |fk| ≤ M,k = 1, 2, · · · , 则
∫ b

a

|fk − f |dm → 0;

(9) 设 f ∈ L1([a, b]), 记 g(x) =

∫ x

a

fdm,x ∈ [a, b], 则 g ∈ BV ([a, b]);

(10) 设 f ∈ AC([a, b]), 如果 f ′m-几乎处处等于零, 则 f(b) = f(a).

解答. (1) 错误, 设 {An} 单调递减, 则还要求 µ(A1) < +∞, 否则令 An = R− [−n, n],

则 An → A = ∅, µ(An) = +∞, 但是 µ(A) = 0.

(2) 正确, Lebesgue 测度具有完备性;

(3) 正确, 由 f 可测知 {|f | > n} ∈ L , 因此

{|f | = +∞} =
+∞⋂
n=1

{|f | > n} ∈ L .

(4) 错误, 记 A = [0, 1) ∩ Q + [1, 2] ∩ (R − Q), B = [0, 1) ∩ (R − Q) + [1, 2] ∩ Q, 则

[0, 1] = A+B, m(A) = m(B) = 1, 定义

f(x) =

1, x ∈ A,

0, x ∈ B,

则 f 是 [0, 2] 上的 m-可测函数. 假设存在连续函数 g, 使得 g = f,m− a.e.,

(i) 若 g(1) /∈ {0, 1}, 则存在 δ > 0, 对任意的 x ∈ Bδ(1), g(x) /∈ {0, 1}, 从而 g(x) ̸= f(x),
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其中 m(Bδ(1)) ̸= 0, 此与 g = f,m− a.e. 矛盾;

(ii) 若 g(1) = 0, 则存在 δ > 0, 对任意的 x ∈ (1− δ, 1), g(x) ̸= 1, 从而当 x ∈ (1− δ, 1) ∩

(R−Q) 时, g(x) ̸= f(x), 其中 m((1− δ, 1) ∩ (R−Q)) ̸= 0, 此与 g = f,m− a.e. 矛盾;

(iii) 若 g(1) = 1, 同 (ii) 可推矛盾.

从而不存在连续函数 g, 使得 g = f,m− a.e..

(5) 错误, 设 2m ≤ n < 2m+1, 记 k = n− 2m, 令

fn =


1, x ∈

[
k

2m
,
k + 1

2m

)
,

0, x ∈ [0, 1]−
[
k

2m
,
k + 1

2m

)
,

记 f = 0, 则对任意的 ε > 0,

m({|fn − f | > ε}) = m({fn = 1}) = 1

2m
→ 0,

因此 fn 依测度收敛到 f , 但是对任意的 x ∈ [0, 1]−Q, 对任意的 m ∈ N, 都存在 k ∈ N,

使得 x ∈
[
k

2m
,
k + 1

2m

)
, 从而可以选出子列 {fnk

}, 使 fnk
(x) = 1 ̸= 0. 故 fn 不几乎处处

收敛于 f . 甚至可以说, fn 几乎处处不收敛于 f .

(6) 正确, 由 f = g, µ− a.e. 知 ∫
X

gdµ =

∫
X

fdµ < +∞,

因此 g ∈ L1(X).

(7) 正确, 令 y = x+ t, 则∫
R
f(x+ t)dm =

∫
R
f(y)dm =

∫
R
f(x)dm.

(8)正确,根据 Lebesgue控制收敛定理,取 g = M 即可. 事实上,这个结论叫作 Lebesgue

有界收敛定理.

(9) 正确, 此时 g(x) ∈ AC([a, b]) ⊂ BV ([a, b]).

(10) 正确, 根据 Leibniz 公式得

f(b)− f(a) =

∫
[a,b]

f ′dm = 0,

因此 f(a) = f(b).
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题目 2. 设 f ∈ L1(X), 定义 λ : A → R, λ(E) =

∫
E

fdµ, ∀E ∈ A .

(1) 证明: 存在测度 λ+, λ− : A → [0,+∞), 使得

λ(E) = λ+(E)− λ−(E), ∀E ∈ A ;

(2) 证明: ∀ε > 0, ∃δ > 0, 使得: 如果 E ∈ A 满足 µ(E) < δ, 则 |λ(E)| < ε.

解答. (1) 记 f = f+ − f−, 令

λ+(E) =

∫
E

f+dµ, λ−(E) =

∫
E

f−dµ,

其中 f ∈ L1(X), 则 λ+, λ− < +∞ 且为测度, λ = λ+ − λ−.

(2) 由积分的绝对连续性, 对任意的 ε > 0, 都存在 δ > 0, 对任意的 E ∈ A , µ(E) < δ,

都有

|λ(E)| =
∣∣∣∣∫

E

fdµ
∣∣∣∣ ≤ ∫

E

|f |dµ < ε.

题目 3. 设 f : Rn → R 为 m-可测函数, 证明:

(1) 如果 f ∈ L1(Rn), 则 lim
k→+∞

m({|f | > k}) = 0;

(2) 如果 f ∈ L1(Rn), 则 lim
k→+∞

∫
{|f |>k}

|f |dm = 0;

(3) 如果 f ≥ 0, 则 lim
k→+∞

∫
Bk

fdm =

∫
Rn

fdm.

解答. (1) 此时
∫
Rn

|f |dm < +∞, 计算得

∫
Rn

|f |dm =

∫
|f |≤k

|f |dm+

∫
|f |>k

|f |dm

> 0 + k ·m({|f | > k})

= k ·m({|f | > k}).

所以

m({|f | > k}) ≤

∫
Rn

|f |dm

k
→ 0.
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(2) 根据积分的区域可加性, 只需证明

lim
k→+∞

∫
{|f |≤k}

|f |dm =

∫
Rn

|f |dm.

由 Levi 单调收敛定理得

lim
k→+∞

∫
{|f |≤k}

|f |dm =

∫
Rn

|f |χ{|f |≤k}dm

→
∫
Rn

|f |dm.

或是根据 lim
k→+∞

m({|f | > k}) = 0, 直接应用积分的绝对连续性即可.

(3) 由 Levi 单调收敛定理得 ∫
Bk

fdm =

∫
Rn

fχBk
dm

→
∫
Rn

fdm.

题目 4. 设 f : R2 → R 为 m-可测函数, 满足

|f(x)| ≤ C(1 + |x|2)−α, ∀x ∈ Rn,

其中 C > 0, α > 1 为常数, 证明:

(1) f ∈ L1(B1); (2) f ∈ L1(R2 −B1); (3) f ∈ L1(R2).

解答. (1) 当 |x| ≤ 1 时, 有 |f(x)| ≤ C, 因此 f ∈ L1(B1).

(2) 当 |x| ≥ 1 时, 有 ∫
R2−B1

|f |dm ≤ C

∫
R2−B1

1

|x|2α
< +∞,

其中 α > 1, 因此 f ∈ L1(R2 −B1).

(3) 由积分的区域可加性知∫
R2

fdm =

∫
B1

fdm+

∫
R2−B1

fdm < +∞,

因此 f ∈ L1(R2).
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题目 5. 设 f : R → [0,+∞) 连续, 证明:∫
R
fdm =

∫ +∞

0

m({f > t})dt.

解答. 记 G = {(x, y) : x ∈ R, 0 ≤ y ≤ f(x)}, 考虑

m(G) =

∫
R2

χGdxdy.

根据 Fubini 定理, 一方面有∫
R2

χGdxdy =

∫
R

{∫
R
χGdy

}
dx

=

∫
R

{∫ f(x)

0

dy
}

dx

=

∫
R
f(x)dx,

另外一方面有 ∫
R2

χGdxdy =

∫
R

{∫
R
χGdx

}
dy

=

∫
R
m({0 < f(x) < y})dy

=

∫ +∞

0

m({f > t})dt,

因此

∫
R
fdm =

∫ +∞

0

m({f > t})dt.

题目 6. 设 f : [a, b] → R 是 Lipschitz 连续函数, 即存在常数 M > 0, 使得

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|, ∀x, y ∈ [a, b].

证明: (1) f ∈ AC([a, b]); (2) f ′ 有界, m− a.e.; (3) V (f) ≤
∫ b

a

|f ′|dm.

解答. (1) 对任意的 ε > 0, 任取互不相交的 (ak, bk) ⊂ [a, b](1 ≤ k ≤ m), 令

m∑
k=1

|bk − ak| <
ε

L
,
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由 f 是 Lipschitz 函数知
m∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| ≤
m∑
k=1

L|bk − ak| < ε,

因此 f ∈ AC([a, b]).

(2) 由 f 是 Lipschitz 函数知 ∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ ≤ L.

若 f ′(x) 存在, 令 y → x, 则有 |f ′(x)| ≤ L, 从而 f ′ 有界, m− a.e..

(3) 设 p = a = a0 < a1 < · · · < an = b, 由 Newton-Leibniz 公式得

V (f ; p) =
n∑

i=1

|f(ai)− f(ai−1)|

=
n∑

i=1

∣∣∣∣∫ ai+1

ai

f ′dm
∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

∫ ai+1

ai

|f ′|dm

=

∫ b

a

|f ′|dm,

因此

V (f) = sup
p

V (f ; p) ≤
∫ b

a

|f ′|dm.



彩蛋: 2021 年模拟题

本份题目不留详细的解答,独立思考和尝试比详细的解答更重要. 同样设 {X,A , µ}

为测度空间, m 为 Lebesgue 测度.

题目 1. (判断题) (1) lim
n→+∞

(
−n,

1

n

)
= (−∞, 0];

(2) Q 是可数集, 但是 2Q 是不可数集;

(3) 设 A ⊂ X, 则 σ({A}) = {∅, A,AC , X};

(4) 设 A ∈ A , µ(A) = 0, 则对任意的 B ⊂ A, µ(B) = 0;

(5) 设 f, g : R → R, 且 f = g,m− a.e., 若 g 连续, 则 f 连续;

(6) 设 A ∈ A , fn : A → R 是 µ-可测函数, f = lim
n→+∞

fn, 则 f 也是 µ-可测函数;

(7) 设 A ∈ A , fn, f : A → R 是 µ-可测函数, fn
µ−→ f , 则存在子列 {fnk

}, 使得 fnk
→

f, µ− a.e.;

(8) 设 A ∈ A , fn, f ∈ L1(A), 且 lim
n→+∞

fn = f , 若存在 M > 0, 使得 |fn| ≤ M , 则

lim
n→+∞

∫
A

fndµ =

∫
A

fdµ;

(9) 设 f ∈ L1([a, b]), F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, 则 F (x) ∈ AC([a, b]);

(10) C([a, b]) ⊂ AC([a, b]) ⊂ BV ([a, b]).

解答. (1) 对; (2) 对; (3) 对; (4) 错; (5) 错; (6) 对; (7) 对; (8) 错; (9) 对; (10) 错.

题目 2. 设 A ⊂ R是 Lebesgue可测集, 0 < a < m(A),则存在 Lebesgue可测集 B ⊂ A,

使得 m(B) = a.

解答. 构造函数 f(x) = m(A ∩ (−∞, x]).

题目 3. 设 A ∈ A , f : A → [0,+∞] 是 µ-可测函数, 且 f ∈ L1(A), 定义

fn =

f, f ≤ n,

0, f > n,

证明：(1) fn 是 µ-可测函数; (2) fn
µ−→ f ;

(3) lim
n→+∞

∫
A

fndµ =

∫
A

fndµ.



解答. 略.

题目 4. 设 f : [a, b] → R 是 Lipschitz 连续函数, 也即对任意的 x, y ∈ [a, b], 都有

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

证明：(1) f ∈ L1([a, b]); (2) f ∈ BV ([a, b]), 且 V (f) ≤ L(b− a);

(3) f 可微, m− a.e., 且 f ′ 有界, m− a.e..

解答. 略.

题目 5. 设 A ∈ A , fn : A → R 是 µ-可测函数, 证明：(1) 若存在 g ∈ L1(A), 使得

fn ≥ g, n = 1, 2, · · · , 则 lim inf
n→+∞

fn ∈ L1(A), 且∫
A

(lim inf
n→+∞

fn)dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
A

fndµ;

(2) 若存在 g ∈ L1(A), 使得 fn ≤ g, n = 1, 2, · · · , 则 lim sup
n→+∞

∈ L1(A), 且

∫
A

(lim sup
n→+∞

fn)dµ ≥ lim sup
n→+∞

∫
A

fndµ.

解答. 略.

题目 6. 设 A ∈ A , fn, f : A → R 是 µ-可测函数, 证明：

(1) 若 fn
µ−→ f , 且 fn

µ−→ g, 则 f = g, µ− a.e.;

(2) 设 µ(A) < +∞, 则 fn → f, µ− a.e. 当且仅当 sup
k≥n

|fk − f | µ−→ 0.

解答. (1) 略; (2) 表
{

sup
k≥n

|fk − f | > ε

}
=

+∞⋃
k=n

{|fk − f | > ε}.

题目 7. 设 C 是 Cantor集,证明：(1) m(C) = 0; (2) C 与 R等势; (3) χC ̸∈ BV ([0, 1]).

解答. (1) 略; (2) 设 x ∈ C, 表 x =
+∞∑
n=1

an
3n

, 其中 an ∈ {0, 2};

(3) 存在分划 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1, 使 x2n ∈ C, x2n+1 /∈ C.
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