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1 统计量及其分布

1.1 基本概念

设 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 f(x; θ) 的样本.

♦ (统计量) 若 T = T (x1, x2, · · · , xn) 与 θ 无关, 则称 T 为统计量.

♦ (样本均值) 统计量

x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

称为样本均值.

♦ (样本方差) 统计量

s2n =
(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2

n

称为样本方差. 另外, 统计量

s2 =
(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2

n− 1

称为样本 (无偏) 方差, 设总体的方差为 σ, 则 Es2 = σ2.

♦ (样本矩、样本偏度与样本峰度) 设 k 是正整数, 统计量

ak =
xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n

n
和 bk =

(x1 − x̄)k + (x2 − x̄)k + · · ·+ (xn − x̄)k

n

分别称为样本 k 阶原点矩和样本 k 阶中心矩.

♦ (样本偏度与样本峰度) 统计量

β̂s =
b3

b
3
2
2

和 β̂k =
b4
b22

− 3

分别称为样本偏度和样本峰度. β̂s 反映了样本数据与对称性的偏离程度和偏离方向:

• 若 β̂s = 0, 则样本是对称的;
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• 若 β̂s > 0, 则样本的右尾长, 样本右偏;

• 若 β̂s < 0, 则样本的左尾长, 样本左偏.

β̂k 反应了总体分布密度曲线在其峰值附近的陡峭程度和尾部粗细:

• 若 β̂k = 0, 则样本接近标准正态分布;

• 若 β̂k > 0, 则样本在峰值附近比 N (0, 1) 更陡, 尾部更细;

• 若 β̂k < 0, 则样本在峰值附近比 N (0, 1) 更缓, 尾部更粗.

♦ (样本次序统计量) 将 x1, x2, · · · , xn 排列后得到 x(1) < x(2) < · · · < x(n), 称为样本次

序统计量. 设总体的密度为 p(t), 分布函数为 F (t), 则第 k 个次序统计量 x(k) 的密度为

pk(t) =
n!

(k − 1)! · (n− k)!
· (F (t))k−1 · (1− F (t))n−k · p(t).

特别地, p1(t) = n · (1− F (t))n−1 · p(t), pn(t) = n · F n−1(t) · p(t).

♦ (样本分位数) 设 0 < p < 1, 统计量

mp =


x([np+1]), 若 np 不是整数,
1

2

(
x(np) + x(np+1)

)
, 若 np 是整数

称为样本 p 分位数, 样本 1

2
分位数称为样本中位数.

以下设 T = T (x1, x2, · · · , xn) 是统计量.

♦ (充分统计量) 若在给定 T 的条件下, x1, x2, · · · , xn 的条件分布与 θ 无关, 则称 T 为

充分统计量.

♣ (因子分解定理) 统计量 T = T (x1, x2, · · · , xn) 为充分统计量当且仅当存在两个函数

g(t, θ) 和 h(x), 使得

f(x1, x2, · · · , xn; θ) = g(T (x1, x2, · · · , xn), θ) · h(x1, x2, · · · , xn).

♠ (正态分布的充分统计量) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ N (µ, σ2), 则 (x̄, s2) 是充分统计量.
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1.2 三大抽样分布

如无特殊说明, 设 x1, x2, · · · , xn 和 y1, y2, · · · , ym 是来自总体 N (0, 1) 的两个相互

独立的样本.

♦ (χ2 分布) 统计量

χ2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n ∼ χ2(n),

称为自由度为 n 的 χ2 分布. 其密度函数为

p(x) =
1

Γ
(n
2

)
· 2n

2

· x
n
2
−1 · e−x

2 , x > 0,

期望为 n, 方差为 2n. 记其 1− α 分位数为 χ2
1−α(n).

♣ χ2(n) = Ga
(
n

2
,
1

2

)
, 从而 χ2 分布是 Gamma 分布的特殊情况.

♠ (正态分布与 χ2 分布的关系) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ N (µ, σ2), 则

χ2 =
(n− 1)s2

σ2
∼ χ2(n− 1).

♦ (F 分布) 统计量

F =
(y21 + y22 + · · ·+ y2m)/m

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)/n

∼ F (m,n),

称为自由度为 m 和 n 的 F 分布. 其密度函数为

p(x) =

Γ

(
m+ n

2

)
·
(m
n

)m
2

Γ
(m
2

)
· Γ

(n
2

) · x
m
2
−1 ·

(
1 +

m

n
· x

)−m+n
2

, x > 0,

期望为
n

n− 2
(n > 2),方差为 2n2(m+ n− 2)

m(n− 2)2(n− 4)
(n > 4). 记其 1−α分位数为 F1−α(m,n),

则有

F1−α(m,n) =
1

Fα(n,m)

♠ (正态分布与 F 分布的关系) 设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1) 和 y1, y2, · · · , yn ∼
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N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 则

F =
σ2
2 · s2x

σ2
1 · s2y

∼ F (m− 1, n− 1).

♦ (t 分布) 统计量

t =
y1√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)/n

∼ t(n),

称为自由度为 n 的 t 分布. 其密度函数为

p(x) =

Γ

(
n+ 1

2

)
√
nπ · Γ

(n
2

) ·
(
1 +

x2

n

)−n+1
2

, −∞ < x < ∞,

期望为 0(n > 1), 方差为 n

n− 2
(n > 2). 记其 1− α 分位数为 t1−α(n), 则有

t1−α(n) = −tα(n).

♠ (正态分布与 t 分布的关系) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ N (µ, σ2), 则

t =

√
n · (x̄− µ)

s
∼ t(n− 1).

♠ (正态分布与 t分布的关系)设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2)和 y1, y2, · · · , yn ∼ N (µ2, σ

2)

是相互独立的样本, 记

s2w =
(m− 1) · s2x + (n− 1) · s2y

m+ n− 2
,

则

t =
(x̄− ȳ)− (µ1 − µ2)

sw ·
√

1

m
+

1

n

∼ t(m+ n− 2).
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2 参数估计

2.1 点估计

设 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 f(x; θ) 样本.

♦ (点估计) 用于估计 θ 的统计量 θ̂ = θ̂(x1, x2, · · · , xn) 称为 θ 的点估计.

设 θ̂, θ̂1, θ̂2, · · · , θ̂n, · · · 是 θ 的点估计.

♦ (无偏估计与有效性) 若 Eθ̂ = θ, 则称 θ̂ 是无偏估计. 若 Eθ̂n → θ, 则称 θ̂n 是渐进无

偏估计. 设 θ̂1 和 θ̂2 是无偏估计, 若 Varθ̂1 ≤ Varθ̂2, 则称 θ̂1 比 θ̂2 更有效.

♦ (相合估计与渐近正态性) 若 θ̂n
p−→ θ, 则称 θ̂n 是相合估计. 若 Eθ̂n → θ, Varθ̂n → 0,

则 θ̂n 是相合估计. 设 θ̂n 是相合估计, 若存在 {σn(θ)}, 使得

θ̂n − θ

σn(θ)

d−→ N (0, 1),

则称 θ̂n 具有渐近正态性.

以下设总体的概率函数 (概率分布列或概率密度函数) 为 p(x; θ), 以下是一些做点

估计的方法.

♦ (矩估计) 所谓的矩估计, 指的是: 用样本矩替换总体矩, 用样本矩的函数替换总体矩

的函数. 这里的矩可以是原点矩或中心矩.

♦ (最大似然估计) 函数

L(θ) = p(x1; θ) · p(x2; θ) · · · p(xn; θ) 和 lnL(θ)

分别称为似然函数和对数似然函数. 如果 L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(θ), 则称 θ̂ 是 θ 的最大似然估

计. 通常通过对对数似然函数求导来求最大似然估计.

♠ (正态分布的最大似然估计) 设 x1, x2, · · · , xN ∼ N (µ, σ2), 则参数 µ 和 σ2 的最大似

然估计是 µ̂ = x̄ 和 σ̂2 = s2n.
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♦ (一致最小均方误差估计) 记均方误差 MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2, 则

MSE(θ̂) = Varθ̂ + (Eθ̂ − θ)2.

若对其他的 θ 的估计 θ̃, 都有

MSE(θ̂) ≤ MSE(θ̃),

则称 θ̂ 是 θ 的一致最小均方误差估计.

♦ (一致最小方差无偏估计, 也即 UMVUE) 设 θ̂ 是无偏估计, 若对其他的 θ 的无偏估

计 θ̃, 都有

Varθ̂ ≤ Varθ̃,

则称 θ̂ 是 θ 的一致最小方差无偏估计, 也即 UMVUE. 其其实是无偏估计的一致最小均

方误差估计.

♣ (UMVUE 的判断) 设 θ̂ 是无偏估计, Varθ̂ < ∞, 则 θ̂ 是 UMVUE 的充要条件是, 对

任意一个满足

Eφ(x1, x2, · · · , xn) = 0 和 Varφ(x1, x2, · · · , xn) < ∞

的 φ(x1, x2, · · · , xn), 有 Cov(θ̂, φ) = 0.

♣ (充分性原则) 设 θ̂ 是无偏估计, T = T (x1, x2, · · · , xn) 是充分统计量, 则 θ̃ = E(θ̂|T )

是无偏估计, 且 θ̃ 比 θ̂ 更有效.

♦ (Fisher 信息量) 称

I(θ) = E
[
∂

∂θ
ln p(x; θ)

]2
= −E

[
∂2

∂θ2
ln p(x; θ)

]
为总体的 Fisher 信息量.

♣ (Cramer-Rao 不等式) 设 T = T (x1, x2, · · · , xn) 是 g(θ) 的无偏估计, 则

VarT ≥ [g′(θ)]2

n · I(θ)
.
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特别地, 对 θ 的无偏估计 θ̂, 有 Varθ̂ ≥ 1

n · I(θ)
. 若上式等式成立, 则称 T 是 g(θ) 的有

效估计. 有效估计一定是 UMVUE.

♦ (Bayes 估计) 设参数 θ 的先验分布为 π(θ), 联合条件概率为

p(x1, x2, · · · , xn|θ0) = p(x1; θ0) · p(x2; θ0) · · · p(xn; θ0),

则 x1, x2, · · · , xn 和 θ 的联合分布

h(x1, x2, · · · , xn, θ) = p(x1, x2, · · · , xn|θ)π(θ),

并且 x1, x2, · · · , xn 的边缘分布

m(x1, x2, · · · , xn) =

∫
Θ

h(x1, x2, · · · , xn, θ)dθ,

从而 θ 的后验分布

π(θ|x1, x2, · · · , xn) =
h(x1, x2, · · · , xn, θ)

m(x1, x2, · · · , xn)

=
p(x1, x2, · · · , xn|θ)π(θ)∫

Θ

p(x1, x2, · · · , xn|θ)π(θ)dθ
.

这称为参数 θ 的后验分布. 由后验分布估计 θ 有三种常用的方法:

• 使用后验分布的密度函数最大值点作为 θ 的点估计的最大后验估计;

• 使用后验分布的中位数作为 θ 的点估计的后验中位数估计;

• 使用后验分布的均值作为 θ 的点估计的后验期望估计.

如果 π(θ) 和 π(θ|x1, x2, · · · , xn) 是同一种分布, 则称该分布为共轭先验分布.

2.2 区间估计

设 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 f(x; θ) 样本.

♦ (置信区间) 若存在统计量 θ̂L = θ̂L(x1, x2, · · · , xn) 和 θ̂U = θ̂U(x1, x2, · · · , xn), 使得

P
(
θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U

)
≥ 1− α, ∀θ ∈ Θ,
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则称区间
[
θ̂L, θ̂U

]
为置信水平为 1−α的置信区间. 若上式等式成立,则称区间

[
θ̂L, θ̂U

]
为置信水平为 1− α 的同等置信区间.

♦ (置信下限与上限) 若存在统计量 θ̂L = θ̂L(x1, x2, · · · , xn) 和 θ̂U = θ̂U(x1, x2, · · · , xn),

使得

P
(
θ̂L ≤ θ

)
≥ 1− α 或 P

(
θ ≤ θ̂U

)
≥ 1− α, ∀θ ∈ Θ,

则称 θ̂L 和 θ̂R 分别为置信水平为 1− α 的置信下限和置信上限. 若上式等式成立, 则称

θ̂L 和 θ̂R 分别为置信水平为 1− α 的同等置信下限和同等置信上限.

♦ (枢轴量) 若存在函数 G = G(x1, x2, · · · , xn), 使得 G 的分布与 θ 无关, 则称 G 为枢

轴量. 通常使用枢轴量法求置信区间: 只需要适当地取两个常数 c, d , 使得

P(c ≤ G ≤ d) = 1− α,

再对不等式 c ≤ G ≤ d 变形得到 θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U , 就可以得到置信区间
[
θ̂L, θ̂U

]
.

♠ (单个正态总体, 方差已知时均值的置信区间) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ N (µ, σ2), 若 σ 已

知, 则取枢轴量

G =

√
n · (x̄− µ)

σ
∼ N (0, 1),

从而 µ 的 1− α 同等置信区间为[
x̄− σ√

n
· u1−α

2
, x̄+

σ√
n
· u1−α

2

]
.

♠ (单个正态总体, 方差未知时均值的置信区间) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ N (µ, σ2), 若 σ 未

知, 则取枢轴量

G =

√
n · (x̄− µ)

s
∼ t(n− 1),

从而 µ 的 1− α 同等置信区间为[
x̄− σ√

n
· t1−α

2
(n− 1), x̄+

σ√
n
· t1−α

2
(n− 1)

]
.

♠ (单个正态总体, 方差的置信区间) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ N (µ, σ2), 则取枢轴量

G =
(n− 1)s2

σ2
∼ χ2(n− 1),
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从而 σ2 的 1− α 同等置信区间为[
(n− 1) · s2

χ2
1−α

2
(n− 1)

,
(n− 1) · s2

χ2
α
2
(n− 1)

]
.

♠ (大样本置信区间) 设 n 充分大, x1, x2, · · · , xn ∼ B(1, p), 则取枢轴量

G =

√
n · (x̄− p)√
p(1− p)

∼ N (0, 1),

从而 p 的 1− α 同等置信区间为[
x̄−

√
x̄ · (1− x̄)

n
· u1−α

2
, x̄+

√
x̄ · (1− x̄)

n
· u1−α

2

]
.

♠ (两个正态总体, σ2
1 和 σ2

2 已知时均值差的置信区间) 设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1)

和 y1, y2, · · · , yn ∼ N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 则取枢轴量

G =
x̄− ȳ − (µ1 − µ2)√

σ2
1

m
+

σ2
2

n

∼ N (0, 1),

从而 µ1 − µ2 的 1− α 同等置信区间为[
x̄− ȳ −

√
σ2
1

m
+

σ2
2

n
· u1−α

2
, x̄− ȳ +

√
σ2
1

m
+

σ2
2

n
· u1−α

2

]
.

♠ (两个正态总体, σ2
1 = σ2

2 未知时均值差的置信区间) 设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2)

和 y1, y2, · · · , yn ∼ N (µ2, σ
2) 是相互独立的样本, 记

s2w =
(m− 1) · s2x + (n− 1) · s2y

m+ n− 2
,

则取枢轴量

G =
(x̄− ȳ)− (µ1 − µ2)

sw ·
√

1

m
+

1

n

∼ t(m+ n− 2),

从而 µ1 − µ2 的 1− α 置信区间为[
x̄− ȳ −

√
m+ n

mn
· sw · t1−α

2
(n− 1), x̄− ȳ +

√
m+ n

mn
· sw · t1−α

2
(n− 1)

]
.
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♠ (两个正态总体, 方差比已知时均值差的置信区间) 设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1) 和

y1, y2, · · · , yn ∼ N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 且 σ2

2

σ2
1

= c 已知, 记

s2w =
(m− 1) · s2x + (n− 1) ·

s2y
c

m+ n− 2
,

则取枢轴量

G =
(x̄− ȳ)− (µ1 − µ2)

sw ·
√

1

m
+

c

n

∼ t(m+ n− 2),

从而 µ1 − µ2 的 1− α 置信区间为[
x̄− ȳ −

√
mc+ n

mn
· sw · t1−α

2
(n− 1), x̄− ȳ +

√
mc+ n

mn
· sw · t1−α

2
(n− 1)

]
.

♠ (两个正态总体, 大样本置信区间) 设 m,n 充分大, x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1) 和

y1, y2, · · · , yn ∼ N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 则取枢轴量

G =
x̄− ȳ − (µ1 − µ2)√

s2x
m

+
s2y
n

∼ N (0, 1),

从而 µ1 − µ2 的 1− α 置信区间为x̄− ȳ −

√
s2x
m

+
s2y
n

· u1−α
2
, x̄− ȳ +

√
s2x
m

+
s2y
n

· u1−α
2

 .

♠ (两个正态总体,均值差的近似置信区间)设m,n不是很大, x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1)

和 y1, y2, · · · , yn ∼ N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 记

s20 =
s2x
m

+
s2y
n
, l =

s40
s4x

m2(m− 1)
+

s4y
n2(n− 1)

,

则取枢轴量

G =
x̄− ȳ − (µ1 − µ2)

s0
∼ t(l),

从而 µ1 − µ2 的 1− α 置信区间为[
x̄− ȳ − s0 · t1−α

2
(l), x̄− ȳ + s0 · t1−α

2
(l)

]
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♠ (两个正态总体,方差比的置信区间)设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1)和 y1, y2, · · · , yn ∼

N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 则取枢轴量

G =
σ2
2 · s2x

σ2
1 · s2y

∼ F (m− 1, n− 1),

从而
σ2
1

σ2
2

的 1− α 置信区间为

[
s2x
s2y

· 1

F1−α
2
(m− 1, n− 1)

,
s2x
s2y

· 1

Fα
2
(m− 1, n− 1)

]
.
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3 假设检验

3.1 参数假设检验

设 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 f(x; θ) 的样本.

♦ (假设检验) 设 ∅ ̸= Θ0 ⊂ Θ, 则命题 H0 : θ ∈ Θ0 称为原假设, 若另有 ∅ ̸= Θ1 ⊂ Θ,

且 Θ0 ∩Θ1 = ∅, 则命题 H1 : θ ∈ Θ1 称为备择假设. 我们感兴趣的一对假设是

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1,

称其为 H0 对 H1 的假设检验. 如果 Θ0 = {θ0}, 则称 H0 为简单原假设, 否则称 H0 为复

合原假设. 当 H0 为简单原假设时, H0 : θ = θ0, 此时备择假设可能为

H1 : θ ̸= θ0, H1 : θ < θ0, H1 : θ > θ0,

前者称为双边假设, 后凉者称为单边假设.

♦ (拒绝域与错误的类型) 若当 (x1, x2, · · · , xn) ∈ W 时拒绝原假设, 否则接受原假设,

则称 W 为检验的拒绝域. 若 H0 为真, 但是 (x1, x2, · · · , xn) ∈ W , 称这样的错误为第一

类错误; 若 (x1, x2, · · · , xn) /∈ W , 但 H0 为假, 称这样的错误为第二类错误.

错误的类型 H0 为真 H0 为假

(x1, x2, · · · , xn) ∈ W 第一类错误 正确

(x1, x2, · · · , xn) /∈ W 正确 第二类错误

♦ (势函数) 设检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1

的拒绝域为 W , 称

g(θ) = P{(x1, x2, · · · , xn) ∈ W}



3 假设检验 14

为该检验的势函数. 设犯第一类错误的概率为 α(θ)(θ ∈ Θ0), 犯第二类错误的概率为

β(θ)(θ ∈ Θ1), 则

g(θ) =

α(θ), θ ∈ Θ0,

1− β(θ), θ ∈ Θ1.

通常无法使一个检验同时犯第一类错误和第二类错误的概率同时减小, 从而往往只考虑

控制犯第一类错误的概率.

♦ (显著性水平与 p 值) 设检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1

的势函数为 g(θ), 如果对任意的 θ ∈ Θ0, 都有 g(θ) ≤ α, 则称该检验是显著性水平为 α

的显著性检验. 利用样本能够作出拒绝原假设的最小显著性水平称为检验的 p 值.

♠ (单个正态总体, 均值的假设检验) 设 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 N (µ, σ2) 的样本, 考

虑关于 µ 的检验问题 
I H0 : µ ≤ µ0 vs H1 : µ > µ0,

II H0 : µ ≥ µ0 vs H1 : µ < µ0,

III H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0,

其中 I 和 II 是单侧检验, III 是双侧检验, 则结果如下表.

方法 H0 H1 检验统计量 拒绝域 p 值

u 检验

(σ2 已知)

µ ≤ µ0 µ > µ0

u =

√
n · (x̄− µ0)

σ

{u ≥ u1−α} 1− Φ(u0)

µ ≥ µ0 µ < µ0 {u ≤ uα} Φ(u0)

µ = µ0 µ ̸= µ0 {|u| ≥ u1−α
2
} 2(1− Φ(u0))

t 检验

(σ2 未知)

µ ≤ µ0 µ > µ0

t =

√
n · (x̄− µ0)

s

{t ≥ t1−α(n− 1)} P(t ≥ t0)

µ ≥ µ0 µ < µ0 {t ≤ tα(n− 1)} P(t ≤ t0)

µ = µ0 µ ̸= µ0 {|t| ≥ t1−α
2
(n− 1)} P(|t| ≥ |t0|)

其中, 对于 u 检验, u0 表示代入样本值计算的结果; 对于 t 检验, t0 表示带入样本值

计算的结果, 且 t ∼ t(n− 1).
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♠ (两个正态总体, 均值差的检验) 设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1) 和 y1, y2, · · · , yn ∼

N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 考虑关于 µ1, µ2 的检验问题

I H0 : µ1 ≤ µ2 vs H1 : µ1 > µ2,

II H0 : µ1 ≥ µ2 vs H1 : µ1 < µ2,

III H0 : µ1 = µ2 vs H1 : µ1 ̸= µ2,

其中 I 和 II 是单侧检验, III 是双侧检验, 则结果如下表.

方法 H0 H1 检验统计量 拒绝域 p 值

u 检验

(σ2
1, σ

2
2 已知)

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2
u =

x̄− ȳ√
σ2
1

m
+

σ2
2

n

{u ≥ u1−α} 1− Φ(u0)

µ1 > µ2 µ1 ≤ µ2 {u ≤ uα} Φ(u0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|u| ≥ u1−α
2
} 2(1− Φ(u0))

t 检验

(σ2
1 = σ2

2 未知)

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2
t =

x̄− ȳ

sw ·
√

1

m
+

1

n

{t ≥ t1−α(l)} P(t ≥ t0)

µ1 > µ2 µ1 ≤ µ2 {t ≤ tα(l)} P(t ≤ t0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|t| ≥ t1−α
2
(l)} P(|t| ≥ |t0|)

大样本 u 检验

(m,n 充分大)

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2
u =

x̄− ȳ√
s2x
m

+
s2y
n

{u ≥ u1−α} 1− Φ(u0)

µ1 > µ2 µ1 ≤ µ2 {u ≤ uα} Φ(u0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|u| ≥ u1−α
2
} 2(1− Φ(u0))

近似 t 检验

(m,n 不是很大)

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2
t =

x̄− ȳ√
s2x
m

+
s2y
n

{t ≥ t1−α(l)} P(t ≥ t0)

µ1 > µ2 µ1 ≤ µ2 {t ≤ tα(l)} P(t ≤ t0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|t| ≥ t1−α
2
(l)} P(|t| ≥ |t0|)

其中, 对于 u 检验, u0 表示代入样本值计算的结果; 对于 t 检验,

s2w =
(m− 1) · s2x + (n− 1) · s2y

m+ n− 2
,

l = m + n− 2, t0 表示带入样本值计算的结果, 且 t ∼ t(l); 对于大样本 u 检验, u0 表示

代入样本值计算的结果; 对于近似 t 检验,

s20 =
s2x
m

+
s2y
n
, l =

s40
s4x

m2(m− 1)
+

s4y
n2(n− 1)

,

t0 表示带入样本值计算的结果, 且 t ∼ t(l).
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♠ (单个正态总体, 方差的 χ2 检验) 设 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 N (µ, σ2) 的样本, 考

虑关于 σ2 的检验问题 
I H0 : σ

2 ≤ σ2
0 vs H1 : σ

2 > σ2
0,

II H0 : σ
2 ≥ σ2

0 vs H1 : σ
2 < σ2

0,

III H0 : σ
2 = σ2

0 vs H1 : σ
2 ̸= σ2

0,

其中 I 和 II 是单侧检验, III 是双侧检验, 取检验统计量

χ2 =
(n− 1) · s2

σ2
0

,

则当 σ = σ0 时, χ2 ∼ χ2(n− 1). 若检验的显著性水平为 α, 则对应三个检验的拒绝域分

别为 
WI = {χ2 ≥ χ2

1−α(n− 1)},

WII = {χ2 ≤ χ2
α(n− 1)},

WIII = {χ2 ≤ χ2
α
2
(n− 1)} ∪ {χ2 ≥ χ2

1−α
2
(n− 1)}.

设 χ2
0 为代入样本值计算的结果, 则对应三个检验的 p 值分别为

pI = P(χ2 ≥ χ2
0),

pII = P(χ2 ≤ χ2
0),

pIII = 2min{P(χ2 ≥ χ2
0),P(χ2 ≤ χ2

0)}.

♠ (两个正态总体, 方差比的 F 检验) 设 x1, x2, · · · , xm ∼ N (µ1, σ
2
1) 和 y1, y2, · · · , yn ∼

N (µ2, σ
2
2) 是相互独立的样本, 考虑关于 σ2

1, σ
2
2 的检验问题

I H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 vs H1 : σ
2
1 > σ2

2,

II H0 : σ
2
1 ≥ σ2

2 vs H1 : σ
2
1 < σ2

2,

III H0 : σ
2
1 = σ2

2 vs H1 : σ
2
1 ̸= σ2

2,

其中 I 和 II 是单侧检验, III 是双侧检验, 取检验统计量

F =
s2x
s2y
,
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则当 σ2
1 = σ2

2 时, F ∼ F (m− 1, n− 1). 若检验的显著性水平为 α, 则对应三个检验的拒

绝域分别为
WI = {F ≥ F1−α(m− 1, n− 1)},

WII = {F ≥ Fα(m− 1, n− 1)},

WIII = {F ≥ F1−α(m− 1, n− 1)} ∪ {F ≥ Fα(m− 1, n− 1)}.

设 F0 为代入样本值计算的结果, 则对应三个检验的 p 值分别为
pI = P(F ≥ F0),

pII = P(F ≤ F0),

pIII = 2min{P(F ≥ F0),P(F ≤ F0)}.

♠ (指数分布总体的 χ2 检验) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ Exp
(
1

θ

)
, 其均值为 θ, 考虑关于 θ

的假设检验问题 
I H0 : θ ≤ θ0 vs H1 : θ > θ0,

II H0 : θ ≥ θ0 vs H1 : θ < θ0,

III H0 : θ = θ0 vs H1 : θ ̸= θ0,

其中 I 和 II 是单侧检验, III 是双侧检验, 取检验统计量

χ2 =
2nx̄

θ0
,

则当 θ = θ0 时, χ2 ∼ χ2(2n), 若检验的显著性水平为 α, 则对应三个检验的拒绝域分别

为 
WI = {χ2 ≥ χ2

1−α(2n)},

WII = {χ2 ≤ χ2
α(2n)},

WIII = {χ2 ≤ χ2
α
2
(2n)} ∪ {χ2 ≥ χ2

1−α
2
(2n)}.

设 χ2
0 为代入样本值计算的结果, 则对应三个检验的 p 值分别为

pI = P(χ2 ≥ χ2
0),

pII = P(χ2 ≤ χ2
0),

pIII = 2min{P(χ2 ≥ χ2
0),P(χ2 ≤ χ2

0)}.



3 假设检验 18

♠ (比率检验) 设 x1, x2, · · · , xn ∼ B(1, p), 考虑关于 p 的假设检验问题
I H0 : p ≤ p0 vs H1 : p > p0,

II H0 : p ≥ p0 vs H1 : p < p0,

III H0 : p = p0 vs H1 : p ̸= p0,

其中 I 和 II 是单侧检验, III 是双侧检验, 取检验统计量

x = x1 + x2 + · · ·+ xn,

则当 p = p0 时, x ∼ B(n, p0). 此时使用 p 值进行检验更加方便, 设 x0 为代入样本值计

算的结果, 则对应三个检验的 p 值分别为
pI = P(x ≥ x0),

pII = P(x ≤ x0),

pIII = 2min{P(x ≤ x0),P(x ≥ x0)}.

设检验的显著性水平为 α, 若 p > α, 则接受原假设, 否则拒绝原假设.

♠ (大样本的 u 检验) 设 n 充分大, x1, x2, · · · , xn ∼ f(x; θ), 总体的均值为 θ, 方差为

σ2(θ), 考虑关于 θ 的假设检验问题
I H0 : θ ≤ θ0 vs H1 : θ > θ0,

II H0 : θ ≥ θ0 vs H1 : θ < θ0,

III H0 : θ = θ0 vs H1 : θ ̸= θ0,

其中 I 和 II 是单侧检验, III 是双侧检验, 设 θ̂ 是 θ 的最大似然估计, 取检验统计量

u =

√
n · (x̄− θ0)√

σ2(θ̂)
,

则当 θ = θ0 时, u ∼ N (0, 1), 若检验的显著性水平为 α, 则对应三个检验的拒绝域分别

为

WI = {u ≥ u1−α}, WII = {u ≤ uα}, WIII = {|u| ≥ u1−α
2
}.

设 u0 为代入样本值计算的结果, 则对应三个检验的 p 值分别为

pI = 1− Φ(u0), pII = Φ(u0), pIII = 2(1− Φ(u0)).
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3.2 其他假设检验

设 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 f(x; θ) 的样本, 总体的概率函数为 p(x; θ).

♦ (似然比检验) 设 Θ = Θ1 ∪Θ2, Θ1 ∩Θ2 = ∅, 考虑假设检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1,

统计量

Λ(x1, x2, · · · , xn) =

sup
θ∈Θ

p(x1, x2, · · · , xn; θ)

sup
θ∈Θ0

p(x1, x2, · · · , xn; θ)
=

p(x1, x2, · · · , xn; θ̂)

p(x1, x2, · · · , xn; θ̂0)
,

称为该检验的似然比, 其中 θ̂ 和 θ̂0 是 θ 在 Θ 和 Θ0 上的最大似然估计. 将其作为检验

统计量, 拒绝域形如

W = {Λ(x1, x2, · · · , xn) ≥ c} 其中 P(Λ(x1, x2, · · · , xn) ≥ c) ≤ α, ∀θ ∈ Θ0,

则称该检验为显著性水平为 α 的似然比检验.

♦ (分类数据的 χ2 拟合优度检验) 根据某项指标, 总体被分为 A1, A2, · · · , Ar 类, 第 i

类的样本个数为 ni, 1 ≤ i ≤ r. 并设 p10, p20, · · · , pr0 已知, 且 p10 + p20 + · · · + pr0 = 1.

此时我们关心的原假设

H0 : Ai 所占的比率是 pi0, i = 1, 2, · · · , r.

考虑统计量

χ2 =
r∑

i=1

(ni − npi0)
2

npi0
,

在 H0 成立的条件下, 可以证明 χ2 L−→ χ2(r − 1), 若检验的显著性水平为 α, 则拒绝域

W = {χ2 ≥ χ2
1−α(r − 1)}. 设 χ2

0 为代入样本值计算的结果, 则 p = P(χ2 ≥ χ2
0). 上面的

检验称为分类数据的 χ2 拟合优度检验. 另外, 注意到

2 lnΛ(x1, x2, · · · , xn) ≈
r∑

i=1

(ni − npi0)
2

npi0
,

因此似然比检验与 χ2 拟合优度检验等价.
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♦ (分布的 χ2 拟合优度检验) 设 x1, x2, · · · , xn 是来自分布 F (x) 的样本, F0(x) 是理论

分布, 若需要检验的原假设 H0 : F (x) = F0(x), 则称该检验为分布的 χ2 拟合优度检验.

♠ (离散分布的 χ2 拟合优度检验) 设总体 X 的取值为 a1, a2, · · · , 把相邻的某些取值

并为一类, 得到 A1, A2, · · · , Ar, 且保证每一个类中样本个数 ni ≥ 5, 并记

pi = P(X ∈ Ai), i = 1, 2, · · · , r,

从而将离散分布的 χ2 拟合优度检验转换为了分类数据的 χ2 拟合优度检验.

♠ (连续分布的 χ2 拟合优度检验) 设总体 X 的分布函数为 F (x), 取 r − 1 个实数

a1 < a2 < · · · < ar−1, 将 R 分为 r 个区间

(−∞, a1], (a1, a2], · · · , (ar−1,+∞),

记 a0 = −∞, ar = +∞, 并记

pi = F (ai)− F (ai−1), i = 1, 2, · · · , r,

从而将连续分布的 χ2 拟合优度检验转换为了分类数据的 χ2 拟合优度检验.

♦ (交叉分类数据的独立性检验) 设总体可以按 A 与 B 分类, 设 A1, A2, · · · , Ar 和

B1, B2, · · · , Bc 是总体的分类, 属于 Ai 和 Bj 的样本个数为 nij, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c.

B
行和

1 · · · j · · · c

A

1 n11 · · · n1j · · · n1c n1·
... ... . . . . . . . . . ... ...

i ni1
. . . nij

. . . nic ni·
... ... . . . . . . . . . ... ...

r nr1 · · · nrj · · · nrc nr·

列和 n·1 · · · n·j · · · n·c n
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排列得到的表格称为二维列联表, 考虑二维离散分布, 设样本同时属于 Ai 和 Bj 类

的概率是 pij, 属于 Ai 类的概率是 pi·, 属于 Bj 类的概率是 p·j, 此时我们关心的原假设

H0 : pij = pi·p·j, i = 1, 2, · · · , r, j = 1, 2, · · · , c.

考虑统计量

χ2 =
r∑

i=1

c∑
j=1

(nij − np̂ij)

np̂ij
, 其中 p̂ij =

ni· · n·j

n2
, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c.

在 H0 成立的条件下, χ2 ∼ χ2((r − 1)(c − 1)), 若检验的显著性水平为 α, 则拒绝域

W = {χ2 ≥ χ2
1−α((r − 1)(c− 1))}, 设 χ2

0 为代入样本值计算的结果, 则 p = P(χ2 ≥ χ2
0).

B B̄ 合计

A a b a+ b

Ā c d c+ d

合计 a+ c b+ d n

特别地, 若按 A 和 B 分类后共有四类, 列联表如上表所示, 其中 n = a+ b+ c+ d,

则检验统计量

χ2 =
n(ad− bc)2

(a+ b)(c+ d)(a+ c)(b+ d)
.

♦ (正态性检验) 用来判断总体分布是否为正态分布的检验方法称为正态性检验.

设总体的次序统计量 x(1) < x(2) < · · · < x(n), 以下考虑的原假设 H0 : 样本来自正

态分布 N (µ, σ2).

♠ (正态概率纸) 将点
(
x(i),

i− 0.375

n+ 0.25

)
, i = 1, 2, · · · , n 绘制在正态概率纸上, 如果点

在一条直线附近, 则认为该批数据来自正态分布总体, 否则认为不是来自正态分布总体.

♠ (Shapiro-Wilk 检验) 取检验统计量

W =

[
n∑

i=1

(ai − ā)(x(i) − x̄)

]2

n∑
i=1

(ai − ā)2 ·
n∑

i=1

(x(i) − x̄)2
,
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其中 a1, a2, · · · , an 是与 n有关的常数, 若检验的显著性水平为 α, 则拒绝域 W = {W ≤

Wα}, ai 和 Wα 的值需查表.

♠ (Epps-Pulley 检验) 当 n ≥ 8 时, 取检验统计量

TEP = 1 +
n√
3
+

2

n

n∑
i=2

i−1∑
j=1

exp
{
−(xj − xi)

2

2s2n

}
−
√
2 ·

n∑
i=1

exp
{
−(xi − x̄)2

4s2n

}
,

若检验的显著性水平为 α, 则拒绝域 W = {TEP ≥ T1−α,EP(n)}, T1−α,EP(n) 的值需要查

表或使用计算机计算.
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