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设 (Ω,F ,P)是概率空间, G ⊂ F 是子 σ-域. 考虑随机变量空间1

L 2(F ) = {X ∈ L 2(Ω) : X 是F -可测的},

L 2(G ) = {X ∈ L 2(Ω) : X 是 G -可测的}.
若随机变量 X ∈ L 2(G ),也即 X 是 G -可测的,根据 G ⊂ F ,知

X−1(BR) ⊂ G ⊂ F ,

从而 X 一定是F -可测的,这说明了L 2(G ) ⊂ L 2(F ). 在空间L 2(F )上,赋予内积

(X,Y ) :=

(∫
Ω

XY dP
) 1

2

=
√
E(XY ), ∀X,Y ∈ L 2(F ),

则 (L 2(F ), (·, ·))为 Hilbert空间;再考虑内积 (·, ·)诱导的范数

∥X∥ :=
√

(X,X) =
√

E(X2), ∀X ∈ L 2(F ).

在L 2(G )上,也赋予相同的内积和范数.
在上面的记号的基础上, 考虑随机变量 X ∈ L 2(F ), 并记 X 关于 G 的条件期望为

E(X|G ). 根据定义知 E(X|G ) ∈ L 2(G ). 在这里,我们来说明: E(X|G )实质上是 X 在空间

L 2(G )上的投影,从而条件期望 E(·|G )实质上是从空间L 2(F )到空间L 2(G )的投影.
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图 1: 从空间L 2(F )到空间L 2(G )的投影

∗读者需知道条件期望的定义和基本性质 (如 Jensen不等式、单调收敛定理等).

1在这里考虑的是二次可积空间,是为了引入范数和内积.

1



命题 0.1. 设 X ∈ L 2(F ), G ⊂ F 是子 σ-域,则 E(X|G ) ∈ L 2(G ).

证明. 根据定义知 E(X|G )是 G -可测的. 又根据 X ∈ L 2(F ),应用条件期望的 Jensen不等
式得

E
[
E(X|G )2

]
≤ E

[
E(X2|G )

]
= EX2 < +∞,

这便说明了 E(X|G ) ∈ L 2(G ).

引理 0.2. 设 X,Y 是 (Ω,F ,P)上的随机变量, X 是 G -可测的,则有

E(XY |G ) = X · E(Y |G ).

证明. (1)首先,设 X = IB,其中 B ∈ G ,对任意的 C ∈ G ,注意到 B ∩ C ∈ G ,因此∫
C

IBY dP =

∫
B∩C

Y dP =

∫
B∩C

E(Y |G )dP =

∫
C

IB · E(Y |G )dP,

这便说明了 E(IBY |F ) = IB · E(Y |G );
(2)其次,设 X 是 G -可测的非负的离散型随机变量,且

X =
∞∑
n=1

xn · I{X=xn},

其中 xn ≥ 0(n ≥ 1),且 {X = xn} ∈ G ,则有

E(XY |G ) =
∞∑
n=1

xn · E
(
I{X=xn}Y

∣∣G )
=

∞∑
n=1

xn · I{X=xn} · E(Y |G ) = X · E(Y |G );

(3)接下来,设 X 是 G -可测的非负随机变量,令

Xm =
∞∑
n=0

n

2m
· I{ n

2m
≤X<n+1

2m }, ∀m ≥ 0,

则 {Xm}是非负离散型随机变量,且Xm ↑ X . 若 Y 非负,则XmY ↑ XY ,应用条件期望的单
调收敛定理得

E(XY |G ) = lim
m→∞

E(XmY |G ) = lim
m→∞

Xm · E(Y |G ) = X · E(Y |G );

否则,令 Y = Y + − Y −,其中 Y +, Y − ≥ 0,则有

E(XY |G ) = E(XY +|G )− E(XY −|G ) = X ·
(
E(Y +|G )− E(Y −|G )

)
= X · E(Y |G );

(4)最后,设 X 是 G -可测的一般随机变量,令 X = X+ −X−,其中 X+, Y − ≥ 0,则有

E(XY |G ) = E(X+Y |G )− E(X−Y |G ) = (X+ −X−) · E(Y |G ) = X · E(Y |G ).

综合以上过程,得知 E(XY |G ) = X · E(Y |G ).

命题 0.3 (投影). 设 X ∈ L 2(F ), G ⊂ F 是子 σ-域,则对任意的 Y ∈ L 2(G ),都有

∥X − E(X|G )∥2 ≤ ∥X − Y ∥2 .
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证明. 对任意的 Y ∈ L 2(G ),都有

E(X − E(X|G ))2 = E(X − Y + Y − E(X|G ))2

= E(X − Y )2 + E(Y − E(X|G ))2 + 2 · E(X − Y )(Y − E(X|G )).
(1)

在这里, Y 和 E(X|G )是 G -可测的,因此 Y − E(X|G )是 G -可测的,从而

E [(X − Y )(Y − E(X|G )|G ] = (Y − E(X|G )) · E(X − Y |G )

= (Y − E(X|G )) · (E(X|G )− Y )

= −(Y − E(X|G ))2,

进而有

E(X − Y )(Y − E(X|G )) = E {E [(X − Y )(Y − E(X|G )|G ]}

= −E[(Y − E(X|G ))2],

代入(1)得
E(X − E(X|G ))2 = E(X − Y )2 − E(Y − E(X|G ))2

≤ E(X − Y )2,

取等时 Y = E(X|G ),这便说明了 ∥X − E(X|G )∥2 ≤ ∥X − Y ∥2.

命题 0.4 (正交). 设X ∈ L 2(F ), G ⊂ F 是子 σ-域,则X − E(X|G )与L 2(G )正交,也即对
任意的 Y ∈ L 2(G ),都有

(X − E(X|G ), Y ) = 0.

证明. 根据 Y 是 G -可测的,知
E[(X − E(X|G )) · Y |G ] = Y · E(X − E(X|G )|G )

= Y · (E(X|G )− E(X|G ))

= 0,

因此

E[(X − E(X|G )) · Y ] = E {E[(X − E(X|G )) · Y |G ]} = 0,

这便说明了 (X − E(X|G ), Y ) = 0.

推论. 设 X ∈ L 2(F ), G ⊂ F 是子 σ-域,则

(X − E(X|G ),E(X|G )) = 0.

证明. 注意到 E(X|G ) ∈ L 2(G )即可.

推论 (勾股定理). 设 X ∈ L 2(F ), G ⊂ F 是子 σ-域,则

∥X∥2 = ∥X − E(X|G )∥2 + ∥E(X|G )∥2.
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证明. 应用上述结论,可得
∥X∥2 = ∥X − E(X|G ) + E(X|G )∥2

= (X − E(X|G ) + E(X|G ), X − E(X|G ) + E(X|G ))

= ∥X − E(X|G )∥2 + ∥E(X|G )2∥+ 2 · (X − E(X|G ),E(X|G ))

= ∥X − E(X|G )∥2 + ∥E(X|G )∥2,
其中 (X − E(X|G ),E(X|G )) = 0.

推论. 设 X ∈ L 2(F ), G ⊂ F 是子 σ-域, 则 X − E(X|G ) 与 L 2(G ) 正交, 也即对任意的
Y ∈ L 2(G ),都有

(X − E(X|G ), Y ) = 0.

总而言之, E(·|G )是从L 2(F )到L 2(G )的正交投影算子.

例 0.1. 在建立时间序列模型时,若已知 {X1, X2, · · · , XT},在预测 XT+k 时,通常使用

XT (k) := argmin
g

E (XT+k − g(FT ))
2 ,

其中FT = σ(X1, X2, · · · , XT ), g是FT -可测的函数. 根据上述命题,我们容易得到

XT (k) = E(XT+k|FT ).
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