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题目 1. 设 f(x) 是 [0, 1] 上的连续函数. 证明: 对任何实数 λ ∈ R, 必存在唯一的

u ∈ C([0, 1]) 满足如下形式的积分方程:

u(x) = f(x) + λ

∫ x

0

ex−su(s)ds.

解答. 在原积分方程两端同时除以 e−x, 则原积分方程等价于

u(x)e−x = f(x)e−x + λ

∫ x

0

u(s)e−sds.

令 v(x) = u(x)e−x, g(x) = f(x)e−x ∈ C([0, 1]), 只需证明积分方程

v(x) = g(x) + λ

∫ x

0

v(s)ds

存在唯一解 v ∈ C([0, 1]). 考虑 T : C([0, 1]) → C([0, 1]), (Tv)(x) = f(x) + λ

∫ x

0

v(s)ds,

只需验证存在 n ≥ 1, 使得 T n 是压缩映像. 计算得

d((T nu)(s0), (T
nv)(s0)) =

∣∣∣∣λ∫ s0

0

(T n−1u(s1)− T n−1v(s1))ds1
∣∣∣∣

≤ |λ| ·
∫ s0

0

d((T n−1u)(s1), (T
n−1v)(s1))ds1

≤ |λ|2 ·
∫ s0

0

ds1
∫ s1

0

d((T n−2u)(s2), (T
n−2v)(s2))ds2

≤ · · ·

≤ |λ|n ·
∫ s0

0

ds1
∫ s1

0

ds2 · · ·
∫ sn−1

0

d(u(sn), v(sn))dsn,
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对上式取最大值得

d(T nu, T nv) = max
s0∈[0,1]

d((T nu)(s0), (T
nv)(s0))

≤ d(u, v) ·
∫ 1

0

ds1
∫ s1

0

ds2 · · ·
∫ sn−1

0

dsn

=
|λ|n

n!
· d(u, v),

根据
|λ|n

n!
→ 0 知, 存在 n ≥ 1, 使得 |λ|n

n!
< 1, 根据压缩映像原理知, 存在 v ∈ C([0, 1]),

使得 T nv = v, 此时 Tv = v.

题目 2. 设 X 是线性赋范空间, A是 X 中有界的集合. 证明: A是完全有界集当且仅

当对任何 ε > 0, 存在 X 的有限维子空间 M , 使得 A 中每个点与 M 的距离都小于 ε.

解答. 一方面, 设 A是完全有界集, 对任意的 ε > 0, 设 A的 ε-网为 {a1, a2, · · · , an}, 令

M = span{a1, a2, · · · , an},

则 M 是满足条件的 X 的有限维子空间.

另外一方面, 设对 ε > 0, 存在 X 的有限维子空间 M , 对任意的 a ∈ A, 都存在

b ∈ M , 使得 d(b, a) < ε. 令

N = {b ∈ M |dist(b, A) < ε} ⊂ M,

则由 A 有界知 N 有界, 且由 M 是有限维子空间知 N 完全有界, 设 N 的 ε-网为

{b1, b2, · · · , bn}, 则对任意的 bi ∈ {b1, b2, · · · , bn}, 存在 ai ∈ A, 使得 d(ai, bi) ≤ ε. 考虑

{a1, a2, · · · , an}, 以下说明其是 A 的 3ε-网.

对任意的 a ∈ A, 都存在 b ∈ N , 使得 d(a, b) < ε. 又对给定的 b ∈ N , 存在

bi ∈ {b1, b2, · · · , bn}, 使得 d(b, bi) < ε. 最后, 对给定的 bi, 存在 ai ∈ {a1, a2, · · · , an}, 使

得 d(ai, bi) < ε. 从而

d(a, ai) < d(a, b) + d(b, bi) + d(bi, ai) < 3ε,

这便说明 A 存在有限 3ε-网, 由 ε 的任意性知 A 完全有界.
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题目 3. 设 0 < α < β ≤ 1 且 A ⊂ C0,β([0, 4]) 是有界的. 证明: A 是 C0,α([0, 4]) 中的

列紧集.

解答. 以下为了方便, 记

d0(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)−y(t)|, dα(x, y) = sup
t1,t2∈[0,4],t1 ̸=t2

|(x(t1)− y(t1))− (x(t2)− y(t2))|α

|t1 − t2|α
.

我们知道, d = d0+dβ 是 C0,β[0, 4]上的距离,且 A在 C([0, 4])上列紧. 设 0 < α < β ≤ 1,

A ⊂ C0,β[0, 4] 有界, 则对任意的 x, y ∈ A, 有

dα(x, y) = sup
t1,t2∈[0,4],t1 ̸=t2

|(x(t1)− y(t1))− (x(t2)− y(t2))|
|t1 − t2|α

= sup
t1,t2∈[0,4],t1 ̸=t2

(
|(x(t1)− y(t1))− (x(t2)− y(t2))|

|t1 − t2|β

)α
β

·

|(x(t1)− y(t1))− (x(t2)− y(t2))|1−
α
β ,

其中
(
|(x(t1)− y(t1))− (x(t2)− y(t2))|

|t1 − t2|β

)α
β

< M,

|(x(t1)− y(t1))− (x(t2)− y(t2))|1−
α
β ≤ |(x(t1)− y(t1))|1−

α
β + |(x(t2)− y(t2))|1−

α
β ,

以上两式相乘再取上确界得

dα(x, y) < 2M · max
t∈[0,4]

|(x(t)− y(t))|1−
α
β ,

因此对于 C0,α[0, 4] 中的距离 d′, 有

d′(x, y) = d0(x, y) + dα(x, y)

< max
t∈[0,4]

|x(t)− y(t)|+ 2M · max
t∈[0,4]

|(x(t)− y(t))|1−
α
β .

任取 {xn} ⊂ A,由 A在 C[a, b]中列紧,知 {xn}在 A中存在收敛到 x的收敛子列 {xnk
},

满足对任意的 ε > 0, 都存在 K ≥ 1, 使得对任意的 k ≥ K, 都有

d0(xnk
, x) = max

t∈[0,4]
|xnk

(t)− x(t)| < ε.

此时

d′(xnk
, x) < ε+ 2M · ε1−

β
α ,

此即说明 {xnk
} 是 {xn} 按照 C0,α[0, 4] 的距离收敛的子列, 从而 A 在 C0,α[a, b] 中列紧.
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题目 4. 设 X 是线性赋范空间, X ∗ 是 X 的对偶空间, 证明: X ∗ 是 Banach 空间.

解答. 设 X 是在数域 K(K = R 或 C) 上的赋范线性空间, {fn} ⊂ X ∗ 是 Cauchy 列,

也即对任意的 ε > 0, 存在 N ≥ 1, 使得对任意的 n,m ≥ N , 有

‖fn − fm‖X ∗ < ε.

从而对任意的 x ∈ X , 有 |fn(x) − fm(x)| < ε‖x‖. 此即说明对给定的 x ∈ X , {fn(x)}

是 K 上的 Cauchy 列, 故存在唯一的 yx ∈ K, 使得 fn(x) → yx. 定义

f : X → K, x 7→ yx,

则 lim
n→∞

fn(x) = f(x), 容易验证 f 是线性的, 且

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| ≤ lim
n→∞

‖fn‖X ∗ · ‖x‖ ≤
(

sup
n≥1

‖f‖
)
· ‖x‖,

这便说明了 f ∈ X ∗. 接下来, 计算得

‖fn − f‖X ∗ = sup
∥x∥=1

|fn(x)− f(x)|

= sup
∥x∥=1

lim
m→∞

|fn(x)− fm(x)|

≤ lim
m→∞

sup
∥x∥=1

|fn(x)− fm(x)|

= lim
m→∞

‖fn − fm‖X ∗ → 0,

此即说明当 n → ∞ 时, {fn} 依 X ∗ 中的距离收敛到 f ∈ X ∗, 从而 X ∗ 是完备的.

题目 5. (1) 设 X 是数域 F 上的线性赋范空间, X ∗ 是 X 的对偶空间, f0, f1, f2, · · · ,

fn ∈ X ∗. 如果
n⋂

j=1

ker(fj) ⊂ ker(f0),

其中 ker(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}, 证明: 存在 λ1, λ2, · · · , λn ∈ F, 使得

f0 =
n∑

j=1

λjfj.

(2) 在 (1) 的基础上, 进一步证明: 如果 f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗ 是线性无关的, 则必存

在 e1, e2, · · · , en ∈ X , 使得对任意的 1 ≤ i, j ≤ n, 有 fi(ej) = δij.
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解答. (1) 使用数学归纳法证明.

当 n = 1 时, 设 ker f1 ⊂ ker f0. 若 f1 = 0, 则 ker f1 = X = ker f0, 从而 f0 = 0, 此

时对任意的 λ1 ∈ F, 都有 f0 = λ1f1; 若 f1 6= 0, 则存在 x1 6= 0, 使得 f1(x1) 6= 0. 不妨设

f1(x1) = 1, 否则可以用 x1

f1(x1)
代替 x1. 从而, 对任意的 x ∈ X , 都有

f1(x) = f1(x1)f1(x) = f1(x1 · f1(x)) =⇒ f1(x− x1 · f1(x)) = 0,

这便说明了 x− x1 · f1(x) ∈ ker(f1) ⊂ ker(f0), 因此

f0(x− x1f1(x)) = 0 =⇒ f0(x) = f0(x1)f1(x), ∀x ∈ X ,

取 λ1 = f0(x1) 即可.

假设当 n ≤ k 时结论都成立, 则当 n = k + 1 时, 记 X0 = ker fk+1, 则
k⋂

j=1

ker
(
fj|X0

)
=

k⋂
j=1

ker(fj) ∩ X0 =
k+1⋂
j=1

ker(fj) ⊂ ker(f0) ∩ X0 = ker
(
f0|X0

)
,

从而, 根据归纳假设知, 存在 λ1, λ2, · · · , λk ∈ F, 使得

f0|X0
=

k∑
j=1

λj fj|X0
=⇒

(
f0|X0

−
k∑

j=1

λj fj|X0

)
(x) = 0, ∀x ∈ X0,

记 g = f0 −
k∑

j=1

λjfj, 则 X0 = ker(fk+1) ⊂ ker(g), 根据归纳假设知, 存在 λk+1 ∈ F, 使得

g = λk+1fk+1 =⇒ f0 =
k+1∑
j=1

λjfj.

根据以上过程, 结合数学归纳法原理知原命题成立.

(2) 若对任意的 1 ≤ i ≤ n, 存在

xi ∈ (ker(fi))C ∩
⋂
j ̸=i

ker(fj),

则
xi

fi(xi)
满足 fj

(
xi

fi(xi)

)
= δij. 否则, 假设存在 1 ≤ i ≤ n, 使得

(ker(fi))C ∩
⋂
j ̸=i

ker(fj) = ∅ =⇒
⋂
j ̸=i

ker(fj) ⊂ ker(fi),

根据 (1) 知 f1, f2, · · · , fn 线性相关, 矛盾.
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题目 6. 设 E 是实线性赋范空间 X 中以 0 为内点的真凸子集, x0 ∈ E, 则存在闭超平

面分离 x0 和 E.

解答. 设 p 是 E 上的 Minkowski 泛函, 则 p 在 X 上满足正齐次性和次可加性,

p(x) ≤ 1, ∀x ∈ E, 且 p(x0) ≥ 1.

由 0 是 E 的内点知, 存在 δ > 0, 使得 B(0, δ) ⊂ E. 又对任意的 x ∈ E, 都有 δx

2‖x‖
∈

B(0, δ) ⊂ E, 因此

p

(
δx

2‖x‖

)
≤ 1 =⇒ p(x) ≤ 2

δ
· ‖x‖.

令 X0 = span{x0} = {λx0|λ ∈ R}, 定义

f0 : X0 → R, λx0 → λp(x0),

则 f0 是 X0 上的线性泛函, 且 f0(λx0) ≤ λp(x0) ≤ p(λx0). 由 Hahn-Banach 定理知, 存

在 X 上的线性泛函 f , 使得

(1) f(λx0) = f0(λx0) = λp(x0),∀λ ∈ R, 从而 f(x0) = p(x0) ≥ 1;

(2) f(x) ≤ p(x),∀x ∈ X , 从而对任意的 x ∈ E, 都有 f(x) ≤ p(x) ≤ 1; 同时对任意的

x ∈ X , 都有

f(x) ≤ p(x) ≤ 2

δ
· ‖x‖,

故 f ∈ X ∗.

根据 (1) 和 (2) 知 H1
f 是分离 x0 和 E 的超平面.


