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前言

“泛函分析心犯寒!”
这是多少同学在凛冬的寒风中, 在肉体与心灵的双重摧残下吐露而出的心声?
泛函分析, 作为本学年, 乃至数学专业本科阶段最硬核的课程, 其难度与重要性从一

代代学长学姐的口耳相传中可见一斑.
但幸好, 我们遇到了波波老师! 波波老师以一丝不苟教学态度, 循循善诱的授课方

式, 字斟句酌的作业批改, 带我们跨过这道 “最难的坎”, 经过本学期的学习, 我们对泛函
分析这门学科有了崭新的认识.

这份笔记根据尤波老师上课讲述内容与板书, 由信计 91 班的张博闻和统计 91 班的
董晟渤轮流整理而成. 全文使用 LATEX 排版, 在保证了准确的同时尽量地追求美观, 如
连续函数空间 C 和紧算子的全体 C 和复数域 C, 可积函数空间 L 和有界线性算子的全

体 L 和极大线性流形 L 之类相似的记号就能进行区分.
一学期的时光转瞬即逝, 再次感谢尤老师的传道受业, 答疑解惑, 也非常感谢所有指

出笔记中错误与建议的同学, 有了你们的贡献这份笔记才会越来越好.
最后, 由于笔者水平有限, 其中的错误与不足在所难免. 如有发现错误或者提出建

议, 欢迎联系笔者, 联系方式为:
张博闻: 2905980690(QQ), 董晟渤: 198368289(QQ).
再次感谢大家的支持!

张博闻 董晟渤

二〇二二年元旦

于西安交通大学
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第一章 泛函分析入门

1.1 度量空间

定义 1.1.1. 设 X 为非空集合, 称 X 上的二元函数 d : X × X → R 为 X 上

的度量函数 (距离函数), 如果满足
(1) (正定性) d(x, y) ⩾ 0, 且 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y;
(2) (对称性) d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ X ;
(3) (三角不等式) d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ X . 称 d(x, y) 为 x 到 y

的距离, 并称 (X , d) 为度量空间.

• 例 1. X = R, 定义 d(x, y) = |x− y| 为 X 中的一个距离.

• 例 2. X = Rn, 定义 d(x,y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|2
)1/2

为 X 中的一个距离. 一般

地,

d(x,y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

(1 ⩽ p ⩽ +∞, x,y ∈ Rn)

均为 X 中的距离.

证明. 对于给定的距离, 正定性和对称性是显然的. 且当 p = 1 或 +∞ 时, 三角不等式
也是显然成立的. 于是我们只对 1 < p < +∞ 时的三角不等式给出证明

定义 1.1.2. 设 (X , d) 为度量空间, {xn} 为 X 中的点列, x0 ∈ X . 如果

lim
n→∞

d(xn, x0) = 0,

1



1.1 度量空间 第一章 泛函分析入门

则称 {xn} 按照距离 d 收敛于x0, 或称 x0 为 {xn} 的极限, 记为

lim
n→∞

xn = x0, 或 xn → x0.

称 {xn} 在 X 中收敛, 若存在 x0 ∈ X , 使得 xn → x0.

容易证明, 如果点列收敛, 则其极限唯一.

定义 1.1.3. 设 A 是度量空间 (X , d) 的子集. 称 A 是有界的, 如果存在 x0 ∈ X

以及常数 c > 0, 使得
d(x0, x) ⩽ c, ∀x ∈ A.

显然, 如果 {xn} 在 X 中收敛, 则 {xn} 有界.

• 例 3. 设 X = Rd, 定义 d(x,y) =

(
d∑

i=1

|xi − yi|2
)1/2

. 则 x(n) → x 的充要条件

为

x
(n)
i → xi, ∀1 ⩽ i ⩽ d.

• 例 4. 定义有界数列空间 ℓ∞ 为

ℓ∞ =

{
x = (x1, x2, · · · , xn, · · · )

∣∣∣∣ sup
j⩾1

|xj| < +∞
}
.

则 d(x,y) = sup
j⩾1

|xj − yj| 为 ℓ∞ 上的距离.

• 例 5. 定义所有序列空间 (s) 为

(s) = {x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) | xj ∈ R, j ⩾ 1} .

并定义

d(x,y) =
∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj|

1 + |xj − yj|
, ∀x,y ∈ (s).
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第一章 泛函分析入门 1.2 拓扑与连续函数

则 d 为 (s) 上的一个度量函数. 如果序列 {xn} ⊂ (s), 则

x(n) → x ⇐⇒ x
(n)
j → xj, ∀j ⩾ 1.

1.2 拓扑与连续函数

定义 1.2.1. 设 X , d 为度量空间, x0 ∈ X , r > 0. 称

B(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) < r}

为以 x0 为球心, r 为半径的开球, 或 x0 的 r-邻域.

定义 1.2.2. 设 A 为 X 的子集. 对于 x0 ∈ X , 称 x0 为 A 的内点, 若存在 δ > 0,
使得 B(x0, δ) ⊂ A. A 的所有内点组成的集合称为 A 的内部, 记为 Å 或 intA.
若 Å = A, 则称 A 为开集.

定理 1.2.1. 关于开集, 有下列结论成立:
(1) 空集 ∅, 全集 X 均为开集;
(2) 有限多个开集的交仍为开集;
(3) 无穷多个开集的并仍为开集.

定义 1.2.3. 设 A 为 X 的子集. 对于 x0 ∈ X , 称 x0 为 A 的聚点, 若对于任意
的 δ > 0, 有

(B(x0, δ) \ {x0}) ∩ A 6= ∅.

称 A 的所有聚点组成的集合为 A 的导集, 记为 A′.
称 A ∪ A′ = A 为 A 的闭包.
若 A = A, 则称 A 为闭集.

定理 1.2.2. 设 A 为 X 的子集, x0 ∈ X . 则 x0 ∈ A′ 的充要条件为存在 A 中点

列 {xn}(xn 6= x0), 使得 xn → x0.

3



1.2 拓扑与连续函数 第一章 泛函分析入门

推论 1.2.1. 设 A 为 X 的子集, 则 A 为闭集的充要条件为 A 中所有收敛点列的

极限均在 A 中.

定理 1.2.3. 设 A 为 X 的子集, 则 A 是闭集的充要条件为 AC 是开集.

定理 1.2.4. 设 (X , d) 是度量空间. 则
(1) ∅,X 是闭集;
(2) 有限多个闭集的并仍为闭集;
(3) 无穷多个闭集的交仍为闭集.

设 Y ⊆ X , 则 (Y , d) 是度量空间, 称 (Y , d) 是 (X , d) 的子空间.

定理 1.2.5. 设 (Y , d) 是 (X , d) 的子空间, 则
(1) A 是 Y 中的闭集 ⇐⇒ 存在 X 中的开集 G, 使得 A = G ∩ Y ;
(2) A 是 Y 中的闭集 ⇐⇒ 存在 X 中的闭集 F , 使得 A = F ∩ Y .

以下, 给出连续函数的定义及性质.

定义 1.2.4. 设 (X , d), (Y , ρ) 是度量空间. f : X → Y 是映射, x0 ∈ X ,
y0 = f(x0), 称 f 在 x0 点连续, 如果对 y0 的任何 ε-邻域 BY (y0, ε), 都存在 x0 的

δ-邻域 BX (x0, δ), 使得

f(BX (x0, δ)) ⊆ BY (y0, ε).

如果 f 在 X 中每一点处都连续, 则称 f 是从 X 到 Y 的连续映射.
如果 f 是从 X 到 Y 的一一对应a, 且 f, f−1 都连续, 则称 f 是从 X 到 Y 的同

胚映射. 此时, 称 X 和 Y 是同胚的.
a或称双射 (bijection), 既是单射又是满射.

定理 1.2.6. 设 (X , d), (Y , ρ) 是度量空间, 则下列结论等价:a

(1) f 是从 X 到 Y 的连续映射;
(2) 对 Y 中的任何开集 V , f−1(V ) 是 X 中开集;

4



第一章 泛函分析入门 1.2 拓扑与连续函数

(3) 对 Y 中的任何闭集 U , f−1(U) 是 Y 中闭集;
(4) 对 X 中任何点列 {xn}, 且 xn → x, 都有

f(xn) → f(x).

a董佬说证明很简单, 死磕定义即可.

证明. 首先证明 (1) ⇐⇒ (2).
(必要性) 设 f 是 X 到 Y 的连续映射, 对 Y 中的任何开集 V , 任取 x0 ∈ f−1(V ),

则 y0 = f(x0) ∈ V . 从而存在 ε > 0, 使得

BY (y0, ε) ⊂ V.

由 f 在 x0 点连续知, 存在 x0 的 δ-邻域 BX (x0, δ), 使得

f(BX (x0, δ)) ⊂ BY (y0, ε),

从而 BX (x0, δ) ⊂ f−1(BY (y0, ε)) ⊂ f−1(V ), 也即 x0 是 f−1(V ) 的内点. 由 x0 的任意性

知, f−1(V ) 是开集.
(充分性) 若对 Y 中的任何开集 V , f−1(V ) 是 X 中开集, 任取 x0 ∈ X , y0 =

f(x0), 对任意的 ε > 0, BY (y0, ε) 是 Y 中开集. 从而 BX (x0, δ) 是 X 中开集. 而
x0 ∈ f−1(BY (y0, ε)), 从而存在 δ > 0, 使得

BX (x0, δ) ⊂ f−1(BY (y0, ε)), 进而 f(BX (x0, δ)) ⊂ BY (y0, ε).

其次证明 (2) ⇐⇒ (3). 根据定理 (1.2.3) 得知, A 是开集当且仅当 AC 是闭集.
(必要性) 设对 Y 中的任何开集 V , f−1(V ) 是 X 中开集, 对 Y 中的任何闭集 U ,

V = Y − U 为开集,

f−1(V ) = f−1(Y − U) = X − f−1(U)

为 X 中的开集, 从而 f−1(U) 是 X 中的闭集. 充分性同理.
最后证明 (1) ⇐⇒ (4).
(必要性) 设 f 是从 X 到 Y 的连续映射, 对 X 中的任何点列 {xn}, 设 xn → x,

则对任意的 δ > 0, 存在正整数 N , 当 n > N 时, 有

d(xn, x) < δ.

5



1.3 度量空间的可分性与完备性 第一章 泛函分析入门

又对任意的 ε > 0, 都存在 δ > 0, 使得

f(BX (x, δ)) ⊂ BY (f(x), ε),

因此 d(f(xn), f(x)) < ε, 此即说明 f(xn) → f(x).
(充分性) 假设 f 不连续, 则存在 ε0 > 0, 对任意的正整数 n, 都存在 xn ∈ X , 使得

d(xn, x) <
1

n
, 但是 d(f(xn), f(x)) ⩾ ε0.

此时 xn → x, 但是 f(xn) → f(x), 矛盾.

1.3 度量空间的可分性与完备性

定义 1.3.1. 设 X 是度量空间, A,B ⊂ X , 称 A 在 B 中稠密, 如果 B ⊂ A.a 设
S ⊂ X 是子集, 称 S 是疏集, 如果 S 不在任何非空开子集中稠密.
称 X 是可分的, 如果 X 存在可数的稠密子集.

a注意此处并没有要求 A ⊂ B.

• 例 6. Rn 是可分的.

证明. 任取 x = (x1, x2, · · · , xn), 对任意的 1 ⩽ i ⩽ n, 存在 ri ∈ Q, 使得 |xi − ri| < ε. 令
r = (r1, r2, · · · , rn),

d(x, r) =

(
n∑

i=1

|xi − ri|2
) 1

2

<
√
n · ε.

• 例 7. 所有序列空间 (s) 是可分的.a

a这是一个有趣的例子, 其中截断的技巧可以记住.

证明. 取 A =
{
{ri} = (r1, r2, · · · , rn, · · · )

∣∣ri ∈ Q, ri中只有有限项是非零的
}
, 令

An = {{ri}|ri ∈ Q, i ⩽ n; ri = 0, i > n}.

则 An 是可数的,而 A =
∞⋃
n=1

An,从而 A是可数的. 任取 x = {xi} ∈ (s),对任意的 ε > 0,

6



第一章 泛函分析入门 1.3 度量空间的可分性与完备性

存在正整数 N , 使得
∞∑

j=N+1

1

2j
<

ε

2
.

对 (x1, x2, · · · , xN) ∈ RN , 存在 (r1, r2, · · · , rN) ∈ QN , 使得

(
N∑
i=1

|xi − ri|2
) 1

2

<
ε

2
.

取 r = (r1, r2, · · · , rN , 0, 0, · · · ) ∈ AN ⊂ A, 则

d(x, r) =
N∑
i=1

1

2i
· |xi − ri|
1 + |xi − ri|

+
∞∑

j=N+1

1

2j
· |xj − 0|
1 + |xj − 0|

⩽
N∑
i=1

1

2i
· |xi − ri|+

∞∑
j=N+1

1

2j

⩽
N∑
i=1

1

2i
· ε
2
+

ε

2

⩽ ε

2
+

ε

2
= ε.

• 例 8. ℓp(1 ⩽ p < ∞) 是可分的, 其中距离

d(x,y) =

(
∞∑
j=1

|xj − yj|p
) 1

p

.

定理 1.3.1. 设 (X , d) 为度量空间, 如果 X 中存在不可数集 B 以及 ε0 > 0, 使
得对于任意的 x, y ∈ B 且 x 6= y, 都有

d(x, y) ⩾ ε0,

则 (X , d) 是不可分的.

证明. 假设 (X , d)可分,则 X 存在可数的稠密子集,设为 A. 从而对于任意的 x, y ∈ B

且 x 6= y, 存在 x′, y′ ∈ A, 满足 d(x, x′) <
ε0
3
, d(y, y′) < ε0

3
. 由三角不等式

d(x, y) ⩽ d(x, x′) + d(x′, y′) + d(y′, y),

7



1.3 度量空间的可分性与完备性 第一章 泛函分析入门

可以得到 d(x′, y′) >
ε0
3
, 即 x′ 6= y′. 这就建立了 B → A 的一个单射:

f : x 7→ x′.

因此有 ♯(B) ⩽ ♯(A). 而由于 B 为不可数集, A 为可数集, 矛盾!

• 例 9. ℓ∞ 是不可分的.

证明. 设集合
B =

{
{xn} ∈ ℓ∞

∣∣xi ∈ {0, 1, 2, · · · , 9}, ∀i ⩾ 1
}
.

则 B ⊂ ℓ∞. 构造映射

f :
B → [0, 1],

{xn} 7→ 0.x1x2 · · · xn · · · .

则 f 为一对一的. 由于 [0, 1]为不可数集,因此 B 也是不可数的. 而对于任意的 x, y ∈ B

且 x 6= y, 有 d(x, y) ⩾ 1, 因此由定理 (1.3.1) 知, ℓ∞ 是不可分的,

• 例 10. L∞(a, b) 是不可分的.

定义 1.3.2. 设 (X , d)是度量空间,称X 中的点列 {xn}是基本列 (Cauchy 列),
如果对于任意的 ε > 0, 存在 N ∈ N∗, 使得对于 m,n ⩾ N , 有 d(xn, xm) < ε.
如果 X 中任何 Cauchy 列均在 X 中收敛, 则称 X 为完备的.

关于 Cauchy 列有如下结论:
(1) Cauchy 列必定有界;
(2) 如果 Cauchy 列存在一个收敛子列, 则该 Cauchy 列必收敛.

• 例 11. Rn 是完备的.

证明. 设点列 {x(m)} ⊂ Rn, 且

x(m) = (x
(m)
1 , x

(m)
2 , · · · , x(m)

n ).

根据例 3 的结论知,

x(m) → x = (x1, x2, · · · , xn) ⇐⇒ x
(m)
i → xi, ∀i = 1, 2, · · · , n.

8



第一章 泛函分析入门 1.3 度量空间的可分性与完备性

由于 R 是完备的, 因此若 x
(m)
i → xi, 则 xi ∈ R, 所以极限 x(m) → x ∈ Rn, 即 Rn 是完

备的.

• 例 12. (s) =
{
{xj}

∣∣xj ∈ R, j ⩾ 1
}
是完备的, 其中定义的距离为

d(x,y) =
∞∑
j=1

1

2j
|xj − yj|

1 + |xj − yj|
, ∀x,y ∈ (s).

证明. 事实上,根据例 5的结论, {x(m)}收敛与其每个分量收敛是等价的,因此可以类似
于上一题中的证明过程证明本题的结论.

• 例 13. Lp(Ω)(1 ⩽ p < +∞), ℓ∞ 均是完备的, 其中

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R可测

∣∣∣∣ ∫
Ω

|u(x)|p dx < +∞
}
,

对于 u, v ∈ Lp(Ω), 定义距离

d(u, v) =


(∫

Ω

|u(x)− v(x)|pdx
)1/p

(1 ⩽ p < +∞)

esssup
x∈Ω

|u(x)− v(x)| = inf
m(E)=0

sup
x∈Ω\E

|u(x)− v(x)| (p = +∞)

.

并定义

ℓp =

{
{xn}

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

|xj|p < +∞

}
, (1 ⩽ p ⩽ +∞)

对于 x,y ∈ ℓp, 定义距离

d(x,y) =



(
∞∑
j=1

|xj − yj|p
)1/p

(1 ⩽ p < +∞)

sup
j⩾1

|xj − yj| (p = +∞)

.
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1.4 列紧性与紧性

1.4.1 列紧性

定义 1.4.1. 设 X 为度量空间, A ⊂ X . 如果 A 中的任何点列均有在 X 中收敛

的子列, 则称 A 是列紧的.
如果 A 是列紧的闭子集, 则称 A 是自列紧的.a

a用点列的语言描述自列紧如下: 如果 A 中任何点列都有在 A 中收敛的子列, 则称 A 是自列

紧的, 需要注意列紧与自列紧的区别.

关于列紧性, 有如下定理:

定理 1.4.1. 设 X 为度量空间, A ⊂ X 为列紧的, 设 {xn} ⊂ A 为 X 中的

Cauchy 列, 则 {xn} 在 X 中收敛.
这个定理也可以表述为: 如果 X 是列紧空间, 则 X 为完备的.

证明. 设 {xn} ⊂ X 为 Cauchy 列, 则存在子列 {xnk
} ⊂ {xn}, 使得

xnk
→ x ∈ X .

由于 {xn} 为 Cauchy 列, 则任取 ε > 0, 存在 N ∈ N∗, 当 n, nk > N 时, 有

d(xn, xnk
) < ε.

令 k → ∞, 由距离的连续性, 可得

d(xn, x) ⩽ ε, (n > N)

即 xn → x, 故 X 是完备的.

定义 1.4.2. 设 X 为度量空间, A ⊂ X . 设 ε > 0, 如果存在 A 中有限个点

{x1, x2, · · · , xn(ε)}, 使得

A ⊂
n(ε)⋃
j=1

B(xj, ε),

则称 A 具有有限 ε-网 {x1, x2, · · · , xn(ε)}.

10
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设 X 为度量空间, M ⊂ X , N ⊂ M , 以及 ε > 0. 称 N 是 M 的 ε-网, 如果对于
任意的 x ∈ M , 存在 y ∈ N , 使得

d(x, y) < ε.

称集合 A 为完全有界的, 如果 ∀ε > 0, 都存在 A 的有限 ε-网.

关于完全有界, 有以下结论:

定理 1.4.2. 完全有界集一定是有界的, 反之不成立.

证明. 假设 A 为完全有界集, 任取 ε > 0, 设 A 的有限 ε-网为 {x1, x2, · · · , xn(ε)}, 则有

A ⊂
n(ε)⋃
j=1

B(xj, ε).

令

R = max
1<j⩽n(ε)

d(x1, xj) + ε,

则以 x1 为圆心, R 为半径的圆 B(x1, R) 满足

B(x1, R) ⊃
n(ε)⋃
j=1

B(xj, ε) ⊃ A,

即 A 为有限集.
下面给出一个有界但不完全有界的例子: 设 X = N∗ = {1, 2, · · · }, 定义

d(x, y) =

0, x = y,

1, x 6= y.

于是 (X , d) 是完备的度量空间, X 是有界的但不是完全有界的.

定理 1.4.3. 设 X 为度量空间, 如果 X 中任何完全有界集均为列紧集, 则 X

为完备的.

证明. 首先证明, X 中每个 Cauchy列均为完全有界的. 设 {xn} ⊂ X 为 Cauchy列,则
∀ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈ N∗, 对于 m,n ⩾ N(ε), 均有 d(xn, xm) < ε. 因此当 n ⩾ N(ε)

11
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时, d(xn, xN(ε)) < ε, 即
xn ∈ B(xN(ε), ε), ∀n ⩾ N(ε).

而 {x1, x2, · · · , xN(ε)−1} 仅有有限个点, 因此 {x1, x2, · · · , xN(ε)−1, xN(ε)} 为 {xn} 的有限
ε-网, 故 {xn} 为完全有界的.

又由于 X 中任何完全有界集均为列紧集, 因此 {xn} 为列紧集. 则 {xn} 必定存在
收敛子列, 则该 Cauchy 列收敛. 故 X 中任何 Cauchy 列均收敛, 即 X 为完备的.

定理 1.4.4. 设 X 为度量空间, A ⊂ X 为完全有界的, 则 A 是可分的.

证明. 由于 A 是完全有界的, 则对于任意的 ε > 0, 都有 A 的有限 ε-网. 分别令 ε =

1,
1

2
,
1

3
, · · · , 1

n
, · · ·, 并记 ε =

1

k
时 A 的一个有限 ε-网为

Nk = {x(k)
1 , x

(k)
2 , · · · , x(k)

n(k)}, k = 1, 2, · · · , n, · · · ,

令 N =
∞⋃
k=1

Nk, 则 N 是可数集.

∀x ∈ X , ∀ε > 0, 只需取 k0 =

[
1

ε

]
+ 1, 则存在 x′ ∈ Nk0 ⊂ N , 满足 d(x, x′) < ε, 于

是 N 在 A 中稠密. 即 N 为 A 的可数的稠密子集, 故 A 是可分的.

定理 1.4.5. 设 (X , d) 为度量空间, 则 X 是完备的当且仅当对 X 中的任一列

非空闭集 {Fn}, 如果满足
(1) Fn+1 ⊆ Fn, ∀n ⩾ 1;
(2) dn := diam(Fn) = sup

x,y∈Fn

d(x, y) → 0, 当 n → ∞ 时.

都存在唯一的 x ∈ X , 且满足 x ∈
∞⋂
n=1

Fn.

证明. (必要性) 由于 Fn 6= ∅, 则 ∃xn ∈ Fn, ∀n ⩾ 1. 由于当 n → ∞ 时, dn → 0, 因此对
于任意的 ε > 0, 存在 N ∈ N∗, 任取 n ⩾ N , 有 dn < ε.

任取 n,m > N , 则有 xn ∈ Fn ⊆ FN , xm ∈ Fm ⊆ FN . 从而

d(xn, xm) ⩽ dN < ε.

因此 {xn} ⊂ X 为 Cauchy 列. 又由于 X 是完备的, 因此存在 x ∈ X , 使得 xn → x.

下面证明存在唯一的 x ∈ X 满足 x ∈
∞⋂
n=1

Fn:

12
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(i) 存在性: 事实上, ∀n ⩾ 1, 当 m ⩾ n 时, xm ∈ Fm ⊆ Fn, 这表示 {xn} 在第 n 项后

均在 Fn 中. 而 Fn 为闭集, 因此点列的极限 x ∈
∞⋂
n=1

Fn;

(ii) 唯一性: 如果存在 x, y ∈
∞⋂
n=1

Fn, 则 d(x, y) ⩽ dn → 0, 故 x = y.

(充分性) 设 {xn} ⊂ X 为 Cauchy 列, 要证 X 完备, 只需证明 {xn} 在 X 中收敛.
由 Cauchy 列的条件知, ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 对于任意的 n,m ⩾ N , 有 d(xn, xm) < ε.

∀k ⩾ 1, 存在 {xn} 的子列 {xnk
}, 满足

d(xnk+1
, xnk

) <
1

2k
.

令 Fk = B

(
xnk

,
1

2k−1

)
, 下面验证我们构造的闭球列满足两个条件:

(i) Fk+1 ⊆ Fk. ∀y ∈ Fk+1, 则 d(y, xnk+1
) <

1

2k
. 而

d(y, xnk
) ⩽ d(y, xnk+1

) + d(xnk+1
, xnk

) <
1

2k
+

1

2k
=

1

2k−1
.

因此 y ∈ Fk. 则 Fk+1 ⊆ Fk;
(ii) d(Fk) → 0(n → ∞). 事实上, d(Fk) = diam(Fk) =

2

2k−1
=

1

2k−2
→ 0.

因此存在唯一的 x ∈ X 且 x ∈
∞⋂
n=1

Fk. 又 {xn}为 Cauchy列, {xnk
} ⊂ {xn}且 xnk

→ x,

因此 xn → x ∈ X . 即 X 是完备的度量空间.

定义 1.4.3. 设 X 为度量空间, 如果 X 可以表示为可数个疏集的并, 则称 X 为

第一纲集.
若 X 不是第一纲集, 则称其为第二纲集.

定理 1.4.6 (Baire 纲定理). 完备的度量空间一定是第二纲的.

证明. 假设 X 是完备的度量空间, 且可以表示为 X =
∞⋃
n=1

An 的形式, 其中 An 均为疏

集, n ∈ N∗. 对任意的球 B(x0, 1), 由 A1 为疏集知, A1 不在 B(x0, 1) 中稠密. 则存在
x1 ∈ B(x0, 1) 及 r1 < 1, 使得 B(x1, r1) ⊂ B(x0, 1), 且 B(x1, r1)∩A1 = ∅. 又 A2 也为疏

集, 则存在 x2 ∈ B(x1, r1) 及 x2 <
1

2
, 使得 B(x2, r2) ⊂ B(x1, r1), 且 B(x2, r2)∩A2 = ∅.
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重复上述过程,即可得到 xk ∈ B(xk−1, rk−1)及 rk <
1

k
,使得B(xk, rk) ⊂ B(xk−1, rk−1),

且 B(xk, rk) ∩ Ak = ∅. 这样便能形成一个闭球套

B(xk+1, rk+1) ⊆ B(xk, rk), k = 1, 2, · · · .

由定理 (1.4.5) 知, 存在唯一的 x ∈ X 且 x ∈
∞⋂
n=1

B(xn, rn). 而对于任意的 k ⩾ 1,

x /∈ Ak, 从而 x /∈
∞⋃
n=1

An = X , 这便产生了矛盾. 于是若 X 是完备的度量空间, 则不能

写成可数个疏集的并, 即 X 是第二纲的.

定理 1.4.7 (Hausdorff). 设 X 为度量空间, 则其中的列紧集必完全有界. 进一
步地, 如果 X 是完备的, 则其中的完全有界集一定为列紧的.

证明. 假设 A 为列紧集但不是完全有界的, 则存在 ε0 > 0, 使得 A 不能被以 A 中有限

个点为圆心, ε0 为半径的球覆盖. 因此, 对于任意的 x1 ∈ A, 存在点 x2 ∈ A \ B(x1, ε0).

类似地, 存在点 xk ∈ A
∖ k−1⋃

i=1

B(xi, ε0). 这样, 我们就得到了一个点列 {xn}, 满足

d(xn, xm) ⩾ ε0, ∀m,n ∈ N∗.

则 {xn} 不存在收敛子列, 这与 A 为列紧集矛盾! 因此 A 是完全有界的.
另一方面, 设 A 是完备的且 A 是 X 中的完全有界集, 则对于 A 中任意的点列

{xn}, 由 A 是完全有界集知, ∀n ⩾ 1, 都存在 A 的有限
1

n
-网. 特别地, 当 n = 1 时,

A 有有限的 1-网, 记作 N1. 由于 {xn} 为无穷点列而 N1 中仅有有限多个点, 因此存在
y1 ∈ N1, 使得 B(y1, 1) 包含 {xn} 中无限多个点, 记 S1 = {xn} ∩ B(y1, 1). 类似地, 存在

A 的有限
1

n
-网 Nn, 以及 yn ∈ Nn, 使得 B

(
yn,

1

n

)
中包含了 Sn−1 中无穷个点, 并记为

Sn = Sn−1 ∩B

(
yn,

1

n

)
.

取 xn1 ∈ S1, xn2 ∈ S2 \ {xn1}, · · · , xnk
∈ Sk \ {xn1 , xn2 , · · · , xnk−1

}, · · ·, 便得到 {xn} 的
一个子列 {xnk

}, 满足 ∀k ⩾ l,

xnk
∈ B

(
yk,

1

k

)
⊂ B

(
yl,

1

l

)
, xnl

∈ B

(
yl,

1

l

)
.
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从而 d(xnk
, xnl

) ⩽ 2

l
→ 0(l → ∞), 故 {xnk

} 为 Cauchy 列. 而 X 是完备的, 则存在
x ∈ X , 使得 xnk

→ x(n → ∞). 即对于 X 中任一点列, 均存在其内部收敛的子列, 故
X 是列紧的.

接下来来看 ℓp 中的列紧集的性质. 设 A ⊂ ℓp, 如果 A 是列紧的, 根据定理 (1.4.7)
得知, A 一定是完全有界的. 再根据定理 (1.4.2) 得知, A 一定是有界的. 另外, 根据完全
有界的定义得知: 对任意的 ε > 0, 存在有限个点 x(1),x(2), · · · ,x(nε), 对任意的 x ∈ A,
都存在 1 ⩽ k ⩽ nε, 使得

∞∑
j=1

∣∣∣xj − x
(k)
j

∣∣∣p < εp.

上面的性质也等价于

A ⊂
nε⋃
j=1

B(x(j), ε).

除了这点, ℓp 中的列紧集的性质还具有“余项一致小”的性质, 见如下的定理.

定理 1.4.8. 设 A ⊂ ℓp, 则 A 是列紧的 ⇐⇒ A 是有界的, 且对任意的 ε > 0, 存
在 N ⩾ 1, 使得对任意的 n ⩾ N , 都有

∞∑
j=n+1

|xj|p < 2p+1εp, ∀x ∈ A.

证明该定理之前, 需要先指出一个重要的不等式1:

|a+ b|p ⩽ 2p−1(|a|+ |b|), 1 ⩽ p < ∞.

这可以通过对 |x|p(1 ⩽ p < ∞) 使用 Jensen 不等式得到. 下面回到原定理的证明.

证明. (必要性) 设 A 是列紧的, 则 A 是完全有界的. 因此对任意的 ε > 0, 存在有限个
点 x(1),x(2), · · · ,x(nε), 对任意的 x ∈ A, 都存在 1 ⩽ k ⩽ nε, 使得

∞∑
j=1

∣∣∣xj − x
(k)
j

∣∣∣p < εp.

1或许有读者会发现该不等式和概率论中用到的 CR 不等式极为相像.
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对余项进行估计, 得
∞∑

j=n+1

|xj|p =
∞∑

j=n+1

∣∣∣xj − x
(k)
j + x

(k)
j

∣∣∣p
⩽

∞∑
j=n+1

{
2p ·

(∣∣∣xj − x
(k)
j

∣∣∣p + ∣∣∣x(k)
j

∣∣∣p)}
= 2p ·

(
∞∑

j=n+1

∣∣∣xj − x
(k)
j

∣∣∣p + ∞∑
j=n+1

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣p)

⩽ 2p ·

(
εp +

∞∑
j=n+1

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣p) .

由 x(k) ∈ A ⊂ ℓp 知, 对任意的 1 ⩽ k ⩽ nε, 存在 Nk ⩾ 1, 使得对任意的 n ⩾ Nk, 都有
∞∑

j=n+1

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣p < εp.

取 N = max
1⩽k⩽nε

Nk, 则当 n ⩾ N 时, 有

∞∑
j=n+1

|xj|p ⩽ 2p · (εp + εp) = 2p+1εp.

(充分性) 设对任意的 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 使得对任意的 n ⩾ N , 都有
∞∑

j=n+1

|xj|p < 2p+1εp, ∀x ∈ A.

令 B = {(x1, x2, · · · , xN)|x ∈ A} ⊂ RN , 则对任意的 x ∈ B, 有(
N∑
j=1

|xj|2
) 1

2

⩽ N ·

(
N∑
j=1

|xj|p
) 1

p

.

由 A 有界知, 存在 M > 0, 使得(
∞∑
j=1

|xj|p
) 1

p

= d(x,0) ⩽ M, ∀x ∈ A.

因此对任意的 x ∈ B, 有 (
N∑
j=1

|xj|2
) 1

2

⩽ N ·M,
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此即说明 B ⊂ Rn 是有界的, 而 Rn 中的有界集一定是列紧的. 更进一步, 还可以推出 B

是完全有界的. 因此, 对上述 ε > 0, 存在 B 的有限 ε-网

{x(1),x(2), · · · ,x(nε)} ⊂ B,

也即对任意的 x ∈ B, 存在 1 ⩽ k ⩽ nε, 使得
N∑
j=1

∣∣∣xj − x
(k)
j

∣∣∣2 < ε2.

接下来, 把 B 中的元素延拓到 A 中. 对任意的 1 ⩽ k ⩽ nε, 存在 x̃(k), 使得

x̃j
(k) = x

(k)
j , ∀1 ⩽ j ⩽ N.

因此考虑

{x̃(1), x̃(2), · · · , x̃(n)} ⊂ A,

我们接下来需要说明这是 A 的某个 ε̃-网. 对任意的 x̃ ∈ A, 存在 x ∈ B, 使得

x̃j = xj, ∀1 ⩽ j ⩽ N.

因此存在 1 ⩽ k ⩽ nε, 使得
N∑
i=1

∣∣∣xj − x
(k)
j

∣∣∣2 < ε2

因此

∞∑
j=1

∣∣∣x̃j − x̃
(k)
j

∣∣∣p = N∑
j=1

∣∣∣x̃j − x̃
(k)
j

∣∣∣p + ∞∑
j=N+1

∣∣∣x̃j − x̃
(k)
j

∣∣∣p

⩽ N ·

(
N∑
j=1

∣∣∣x̃j − x̃
(k)
j

∣∣∣2)
p
2

+ 2p ·
∞∑

j=N+1

(
|x̃j|p +

∣∣∣x̃(k)
j

∣∣∣p)
⩽ N · εp + 2p ·

(
2p+1εp + 2p+1εp

)
= (N + 22p+2)εp,

从而 {x̃(1), x̃(2), · · · , x̃(n)} 是 A 的 ε̃ = (N + 22p+2)
1
p · ε-网.

• 例 14. 证明: 序列空间 (s) 中的子集 A 是列紧的充分必要条件是: ∀n ⩾ 1, 存在
Cn > 0, 使得对任何 x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ A, 都有 |xn| ⩽ Cn.
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1.4.2 紧性

现在将关注点放在紧性上, 首先给出紧集的定义.

定义 1.4.4. 称 A ⊂ X 是紧子集, 如果对 A 的任一开覆盖都存在有限子覆盖.

对于紧集的判断, 有如下的定理.

定理 1.4.9. 设 X 是度量空间, A ⊂ X , 则 A 是紧的 ⇐⇒ A 是自列紧的.

证明. 设 A 是自列紧的, 如果存在 A 的某个开覆盖 A ⊂
⋃
λ∈Λ

Gλ 不存在有限子覆盖, 由

于 A 是自列紧的, 对任意的 n ⩾ 1, A 存在有限的 1

n
-网

Nn = {x(n)
1 , x

(n)
2 , · · · , x(n)

k(n)},

也即 A ⊂
⋃

y∈Nn

B

(
y,

1

n

)
. 因此, 对任意的 n ⩾ 1, 存在 yn ∈ Nn, 使得 B

(
yn,

1

n

)
不能被

有限个 Gλ 所覆盖. 由假设 A 是自列紧的, 存在 {yn} 的收敛子列 {ynk
} 收敛于 A 中某

点 y0 ∈ Gλ0 . 由于 Gλ0 是开集, 存在 δ > 0, 使得 B (y0, δ) ⊂ Gλ0 . 对上述 δ, 取 k 充分大,

满足 nk >
2

δ
, 且 d(ynk

, y0) <
δ

2
. 则对任何 x ∈ B

(
ynk

,
1

nk

)
, 有

d(x, y0) ⩽ d(x, ynk
) + d(ynk

, y0) ⩽
1

nk

+
δ

2
< δ.

即对任何 x ∈ B

(
ynk

,
1

nk

)
, 有 x ∈ B(y0, δ). 从而, B

(
ynk

,
1

nk

)
⊂ B(y0, δ) ⊂ Gλ0 , 这与

每个 B

(
yn,

1

n

)
不能被有限个 Gλ 所覆盖相矛盾.

反过来, 如果 A 具有有限开覆盖性质, 则对 A 中的任何点列 {xn}, 我们要证明它在
A 中具有收敛的点列. 事实上, 如果它的任何子列都在 A 中不收敛, 则对任何 y ∈ A, 都
存在 δy > 0, 使得 B(y, δy) 中不包含 {xn} 中异于 y 的点. 否则, 存在 y ∈ A, 使得对 y

的任何邻域, 都包含 {xn} 中异于 y 的点, 这个点 y 就是 {xn} 的极限点, 这与 {xn} 不
存在收敛于 A 中某点的子列的假设矛盾. 显然, {B(y, δy), y ∈ A} 是 A 的一个开覆盖,
从而, 由 A 是紧集知存在有限子覆盖, 即存在 y1, · · · , yn ∈ A, 使得

A ⊂
n⋃

i=1

B(yi, δyi).
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由 B(yi, δyi) 的选取知, 每个最多只包含 {xn} 中一个点. 于是, {xn} 中只有有限个不同
的点, 必然至少有一个点重复出现了无穷多次, 从而 {xn} 有收敛于 A 中某点的子列, 这
与假设 {xn} 的任何子列都在 A 中不收敛相矛盾.

该定理的一个推论是, Rn 中的有界闭集一定是紧集, 这是因为它是列紧的, 同时又
是闭集, 因此它是自列紧的.

1.5 C([a, b];Rd) 空间

首先, 我们记由 [a, b] 上所有连续函数构成的空间为 C([a, b];Rd), 即

C([a, b];Rd) :=
{
u : [a, b] → Rd

∣∣u在 [a, b]上连续
}
.

则不难证明, 闭区间上的连续函数 u : [a, b] → Rd 具有以下三个性质:
(1) u 在 [a, b] 上有界;
(2) u 在 [a, b] 上可以取到最大值与最小值;
(3) u 在 [a, b] 上一致连续.

在这里, 我们仅对于前两条给出证明.

证明. (1) 根据有限覆盖定理, R 上的闭区间 [a, b] 可以由有限的闭区间进行覆盖, 设其
分别为 Kj = [xj − dj, xj + dj](j = 1, 2, · · · , s). 则有

[a, b] ⊆
s⋃

j=1

Kj.

由于 u 为连续函数, 因此当 x ∈ B(xj, dj) 时, 存在 δj 使得 u(x) ∈ B(u(xj), δj). 故

u(x) ∈
s⋃

j=1

B(u(xj), δj).

因此,
min
1⩽j⩽s

{u(xj)− δj} ⩽ u(x) ⩽ max
1⩽j⩽s

{u(xj) + δj},

即 u(x) 有界.
(2) 由于 u(x) 有界, 因此设

m = inf
x∈[a,b]

u(x), M = sup
x∈[a,b]

u(x),
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只需证明, 存在 x∗, x
∗ ∈ [a, b], 使得 u(x∗) = m, u(x∗) = M .

根据下确界的定义, 对于任意的 ε > 0, 存在 x ∈ [a, b], 使得 u(x) < m + ε. 于是
令 εn =

1

n
, 得到 m ⩽ u(xn) < m +

1

n
(n ∈ N∗). 则当 n → ∞ 时, u(xn) → m. 又由于

[a, b] 是紧的, 因此存在 {xn} 的子列 {xnj
} ⊂ {xn} 及 x∗ ∈ [a, b], 使得 xnj

→ x∗. 又由
于 u ∈ C([a, b]), 因此 u(xnj

) → u(x∗). 根据极限的唯一性, u(x∗) = m. 同理可证, 存在
x∗ ∈ [a, b], 使得 u(x∗) = M . 故 u 在 [a, b] 上可以取到最大最小值.

任取 x, y ∈ C([a, b];Rd), 我们定义

d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)| = max
t∈[a,b]

(
d∑

j=1

|xj(t)− yj(t)|2
) 1

2

, 2

其中 x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xd(t)), y(t) = (y1(t), y2(t), · · · , yd(t)).
容易验证, 上述定义的 d 满足度量的三个条件, 因此, C([a, b];Rd) 为度量空间. 下

面, 我们就要研究这个度量空间中的相关性质.

定理 1.5.1. 度量空间 C([a, b];Rd) 是可分的.

证明. 任取 x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xd(t)),则对于 1 ⩽ i ⩽ d, xi(t) ∈ C([a, b];R). ∀ε > 0,
根据Weierstrass逼近定理,存在 n次多项式 p

(n)
i ∈ Pn([a, b]),这里的 Pn([a, b])表示 [a, b]

区间上所有实系数 n 次多项式构成的集合, 使得

d(xi, p
(n)
i ) <

ε

2
.

又对于任意的 n 次多项式 p(n)(t) = a0 + a1t + · · · + ant
n, 存在 n 次有理系数多项式

q(n)(t) = r0 + r1t+ · · · + rnt
n ∈ Qn([a, b]), 这里 Qn([a, b]) 表示 [a, b] 上所有 n 次有理系

数多项式构成的集合, 使得

max
t∈[a,b]

|p(n)(t)− q(n)(t)| = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(ai − ri)t
i

∣∣∣∣∣
⩽ max

t∈[a,b]

n∑
i=0

|ai − ri| · |ti|

⩽
n∑

i=0

|ai − ri| · max
t∈[a,b]

|ti|.

2由连续性知, |x(t)− y(t)| 的最大值可以在 [a, b] 取到, 因此定义距离时我们用 max 而非 sup.
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因此, 对于给定的 0 ⩽ i ⩽ n, 只需令 |ai − ri| <
ε

max |ti| · (n+ 1)
, 则有

max
t∈[a,b]

|p(n)(t)− q(n)(t)| < ε.

上述推导过程说明了, 对于 x(t) 的每个分量 xi(t), 都用一个 n 次多项式 p
(n)
i (t) 进行逼

近, 而这个实系数多项式又可以用一个 n 次有理系数多项式 q
(n)
i (t) 逼近.

故 ∀x(t) ∈ C([a, b];Rd), 可以找出一个 d 维有理系数 n 次多项式泛函

q(t) =
(
q
(n)
1 (t), q

(n)
2 (t), · · · , q(n)d (t)

)
∈ Qd

n([a, b]) =

d个可数集合的笛卡尔积︷ ︸︸ ︷
Qn([a, b])× · · · ×Qn([a, b]),

使得 d(x(t), q(t)) < ε. 又由于 Qn([a, b])与 Qn 等势,则 Qn([a, b])可数. 故 d个 Qn([a, b])

的笛卡尔积 Qd
n([a, b]) 也是可数集.

于是 Qd
n([a, b]) 是 C([a, b];Rd) 的一个可数稠密子集, 故度量空间 C([a, b];Rd) 是可

分的.

定理 1.5.2. 度量空间 C([a, b];Rd) 是完备的.

证明. 假设 {x(n)} ⊂ C([a, b];Rd) 为 Cauchy 列, 则对于任意的 ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈
N∗, 使得对任意的 m,n ⩾ N , 有

d(x(m), x(n)) = max
t∈[a,b]

∣∣x(n)(t)− x(m)(t)
∣∣ < ε.

则对于任意的 1 ⩽ j ⩽ d, 有

max
t∈[a,b]

∣∣∣x(n)
j (t)− x

(m)
j (t)

∣∣∣ < ε.

则对于 t ∈ [a, b], 数列
{
x
(n)
j (t)

}
为 R 上的 Cauchy 列. 由于 R 是完备的, 因此存在

x̃j(t) ∈ R, 使得
x
(n)
j (t) → x̃j(t)(n → ∞).

对于 [a, b] 中的每个 t, 都存在这样的极限 x̃j(t), 因此可以定义关于 t 的函数

xj(t) = x̃j(t), t ∈ [a, b].

由于对于 t ∈ [a, b], 有
∣∣∣x(n)

j (t)− x
(m)
j (t)

∣∣∣ < ε, 因此令 m → ∞, 则有∣∣∣x(n)
j (t)− xj(t)

∣∣∣ ⩽ ε.
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故对于任意的 t ∈ [a, b],
∣∣x(n)(t)− x(t)

∣∣ ⩽ √
n · ε, 则

d
(
x(n), x

)
= max

t∈[a,b]

∣∣x(n)(t)− x(t)
∣∣ ⩽ √

n · ε.

且由于 N 的取值仅与 ε 有关, 而与 t 无关, 因此 x(n) 一致收敛于 x. 从而 x ∈
C([a, b];Rd), 完备性得证.

定义 1.5.1. 设函数族 A ⊂ C([a, b];Rd), 称集合 A 具有等度连续性, 如果对于任
意的 ε > 0, 存在 δ = δ(ε) > 0, 使得 ∀t1, t2 ∈ [a, b] 且

|t1 − t2| < δ,

都有

|u(t1)− u(t2)|Rd < ε, ∀u ∈ A.

容易发现, 等度连续是针对函数族的, 且一个等度连续的集合中每个元素均为一致
连续的.

定理 1.5.3 (Arzela-Ascoli). 设 A ⊂ C([a, b];R), 则 A 是列紧集当且仅当 A 有

界a且等度连续.
a在一些教材中, 这样的有界被称作一致有界, 即对于任意的 u ∈ A 及 t ∈ [a, b], 都有 |u(t)| ⩽

M .

证明. (⇒) 若 A 列紧, 则 A 为完全有界的, 则当然是有界的. 且 ∀ε > 0, A 存在有限
ε-网, 记作 {x1, x2, · · · , xn} ⊂ A. 则 ∀x ∈ A, 存在 1 ⩽ j ⩽ n, 使得

d(x, xj) = max
t∈[a,b]

|x(t)− xj(t)| < ε.

∀xj ∈ A, 显然 xj 在 [a, b] 上是一致连续的. 故对上述 ε > 0, 存在 δj > 0, 只要
|t1 − t2| < δj, 便有

|xj(t1)− xj(t2)| < ε.

取 δ = min
1⩽j⩽n

δj, 则 ∀1 ⩽ j ⩽ n 以及 t1, t2 ∈ [a, b] 且 |t1 − t2| < δ, 有

|xj(t1)− xj(t2)| < ε.
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故对任意的 x ∈ A, 只要 t1, t2 ∈ [a, b] 满足 |t1 − t2| < δ, 由三角不等式有

|x(t1)− x(t2)| ⩽ |x(t1)− xj(t1)|+ |x(t2)− xj(t2)|+ |xj(t1)− xj(t2)|

⩽ 2d(xj, x) + ε < 3ε.

即 A 是等度连续的. 必要性得证.
(⇐) 由于 A 有界, 因此设对任意的 u ∈ A 以及 t ∈ [a, b], 有 |u(t)| ⩽ M . 又由于 A

等度连续, 则对于任意的 ε > 0, 存在 δ = δ(ε) > 0, 使得对 t1, t2 ∈ [a, b]且当 |t1− t2| < δ

时

|u(t1)− u(t2)| < ε, ∀u ∈ A.

对于区间 [a, b], 可将其进行划分 a = t1 < t2 < · · · < tn = b, 满足

|ti+1 − ti| ⩽
δ

2
, 1 ⩽ i ⩽ n− 1.

构造集合

B =
{
x =

(
u(t1), u(t2), · · · , u(tn)

)∣∣u ∈ A
}
⊂ Rn,

则任取 x ∈ B, 有

|x|Rn =

(
n∑

i=1

|u(ti)|2
) 1

2

⩽
√
n max

t∈[a,b]
|u(t)| ⩽

√
n ·M,

即 B 是 Rn 中的有界集, 则 B 是

完全有界的. 于是存在 u1, u2, · · · ,
uk ∈ A, 使得

{
x̃j =

(
uj(t1),uj(t2), · · · ,

uj(tn)
)∣∣ 1 ⩽ j ⩽ k

}
为 B 的 ε-网, 即有

B ⊂
k⋃

j=1

B(x̃j, ε).

则对任意的 u ∈ A,存在 1 ⩽ j ⩽ k,
使得

23



1.6 Banach 压缩映像原理 第一章 泛函分析入门

d(x, x̃j) =

(
n∑

i=1

|u(ti)− uj(ti)|2
) 1

2

< ε. (1.1)

因此显然有 |u(ti)− uj(ti)| < ε 对于 1 ⩽ i ⩽ n 均成立.
设 max

t∈[a,b]
|u(t)− uj(t)| 在 t0 ∈ [a, b] 处取到, 并设 t0 ∈ [ti−1, ti], 此时,

d(u, uj) = max
t∈[a,b]

|u(t)− uj(t)| = |u(t0)− uj(t0)|

⩽ |u(t0)− u(ti)|+ |u(ti)− uj(ti)|+ |uj(ti)− uj(t)|

< ε+ ε+ ε = 3ε. (1.2)

最后一个不等号 |u(y0)− u(ti)| < ε 以及 |uj(ti)− uj(t0)| < ε 是由于 |t0 − ti| ⩽
δ

2
< δ, 由

u 和 uj 的等度连续性成立; |u(ti)− uj(ti)| < ε 是由于 (1.1) 式成立.
于是不等式 (1.2) 表明, {u1, u2, · · · , uk} ⊂ A 构成了 A 的一个 3ε-网. 根据 ε 的任

意性, A 是完全有界的, 从而 A 为列紧的. 充分性得证.

1.6 Banach 压缩映像原理

定义 1.6.1. 设 X 是度量空间, T : X → X 是映射, x ∈ X , 称 x 是 T 的不动

点, 如果 Tx = x.

定义 1.6.2. 设 X 是度量空间, 称映射 T : X → X 是压缩的, 如果存在常数
α ∈ [0, 1], 使得对任意的 x, y ∈ X , 都有

d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, y).

称 α 是压缩系数. 如果 α ∈ [0, 1), 则称 T 是严格压缩的.

容易看出, 压缩映射一定是 Lipschitz 连续的.

定理 1.6.1. 设 X 是完备度量空间, T : X → X 是严格压缩的, 则 T 在 X 中

存在唯一不动点, 也即存在唯一的 x∗ ∈ X , 使得 Tx∗ = x∗. 特别地, 对任何初值
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x0 ∈ X , 令 xn = Txn−1 = T nx0, 则当 n → ∞ 时有 xn → x∗, 且

d(xn, x
∗) ⩽ αn

1− α
· d(Tx0, x0).

证明. (唯一性) 设 x, y 是 T 的不动点, 即 Tx = x, Ty = y, 则 d(x, y) = d(Tx, Ty) <

d(x, y), 从而 d(x, y) = 0, 因此 x = y.
(存在性) 下面证明 {xn} 是 X 中的 Cauchy 列. 根据三角不等式, 有

d(xn+p, xn) ⩽ d(xn+p, xn+p−1) + d(xn+p−1, xn)

⩽ · · ·

⩽
p−1∑
j=0

d(xn+j+1, xn+j)

又其中

d(xn+j+1, xn+j) = d(Txn+j, Txn+j−1)

⩽ α · d(xn+j, xn+j−1)

⩽ αn+j · d(Tx0, x0),

因此

d(xn+p, xn) ⩽
p−1∑
j=0

αn+j · d(Tx0, x0) <
αn

1− α
· d(Tx0, x0).

当 n → ∞ 时, d(xn+p, xn) → 0, 因此 {xn} 是 X 中的 Cauchy 列. 由 X 的完备性知,
存在 x∗ ∈ X , 使得 xn → x∗. 在 xn+1 = Txn 中, 令 n → ∞, 得 x∗ = Tx∗, 故 x∗ ∈ X

是 T 的不动点. 在上式中, 再令 p → ∞3, 则

d(xn, x
∗) ⩽ αn

1− α
· d(Tx0, x0).

从而定理中的不等式得证.

• 例 15. 设 t0 ∈ R, δ > 0, f : Rn × [t0 − δ, t0 + δ] → Rn 是连续的, 且 f 关

于第一变元是 Lipschitz 连续的, 也即存在 L > 0, 使得对任意的 x,y ∈ Rn, 及
t ∈ [t0 − δ, t0 + δ], 有

|f(x)− f(y)|Rn ⩽ L|x− y|Rn ,

3这里用到了 d 的连续性.
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则初值问题 dy(t) = f(y(t), t),

y(0) = y0 ∈ Rn,

在 [t0 − β, t0 + β] 内存在唯一的连续解, 其中 β = min
{
δ,

1

2L

}
.

证明. 该问题在 [t0 − β, t0 + β] 上的连续解等价于

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(y(s), s)ds

在 [t0 − β, t0 + β] 上的连续解. 取 X = C([t0 − β, t0 + β];Rn), 令

(Ty)(t) = y0 +

∫ t

t0

f(y(s), s)ds,

下面只需证明 T 是严格压缩的. 对任意的 x, y ∈ X ,

d(Tx, Ty) = max
t∈[t0−β,t0+β]

|(Tx)(t)− (Ty)(t)|

= max
|t−t0|⩽β

∣∣∣∣∫ t

t0

(f(y(s), s)− f(x(s), s)) ds
∣∣∣∣

⩽ max
|t−t0|⩽β

∣∣∣∣∫ t

t0

|f(y(s), s)− f(x(s), s)| ds
∣∣∣∣

⩽ L · max
|t−t0|⩽β

∣∣∣∣∫ t

t0

|x(s)− y(s)| ds
∣∣∣∣

⩽ Lβ · d(x, y),

其中 Lβ < 1.

• 例 16. 设 f ∈ C([a, b]), k(x, y) 是定义在 [a, b] × [a, b] 上的二元函数, 且存在常

数 c > 0, 使得对于任意的 x ∈ [a, b], 有
∫ b

a

|k(x, y)|dy ⩽ c. 则当 |λ| < 1

c
时, 如下

方程

u(x) = λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt+ f(x)

存在唯一连续解 u ∈ C[(a, b)].

证明. 令
(Tu)(x) = λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt+ f(x),
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则原方程等价于 u = Tu. 由于 C([a, b]) = C([a, b];R) 是完备的度量空间, 因此要证 T

存在唯一不动点, 只需证明 T 为严格压缩的. 事实上,

d(Tu, Tv) = max
x∈[a,b]

|(Tu)(x)− (Tv)(x)|

= max
x∈[a,b]

∣∣∣∣λ ∫ b

a

k(x, t)(u(t)− v(t))dt
∣∣∣∣

⩽ |λ| max
x∈[a,b]

∫ b

a

|k(x, t)| · |u(t)− v(t)|dt

⩽ |λ| · d(u, v) max
x∈[a,b]

∫ b

a

|k(x, t)|dt

⩽ |λ|c · d(u, v) < d(u, v).

因此 T 为严格压缩映射. 根据 Banach 不动点定理, T 在 C([a, b]) 存在唯一不动点.

• 例 17. 设 f ∈ C([a, b]), k(t, s) 为定义在三角区域 D =

{
(t, s)

∣∣∣∣∣ a ⩽ t ⩽ b

a ⩽ s ⩽ t

}
上

的二元连续函数, 则 ∀λ ∈ R, 方程

x(t) = λ

∫ t

a

k(t, s)x(s)ds+ f(t)

存在唯一连续解 x ∈ C([a, b]).

定理 1.6.2. 设 X 为完备的度量空间, 映射 T : X → X . 如果存在某个 n0 ⩾ 2,
使得 T n0 为严格压缩, 则 T 在 X 中有唯一不动点.

证明. 由于 X 完备且 T n0 为严格压缩, 因此由 Banach不动点定理, 映射 T n0 有唯一不

动点 x∗, 即 T n0x∗ = x∗. 两边同时作用于 T , 得到

T (T n0x∗) = T n0(Tx∗) = Tx∗,

即 Tx∗ 也为 T n0 的不动点. 根据 T n0 不动点的唯一性, 有 Tx∗ = x∗. 即 x∗ 为 T 的不动

点. 存在性得证.
假设 x 为 T 的不动点, 则容易验证 x 也为 T n0 的不动点. 设 x1, x2 均为 T 的不动

点, 则 x1, x2 也均为 T n0 的不动点. 根据 T n0 不动点的唯一性, 有 x1 = x2. 故 T 的不动

点的唯一性得证.
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1.7 度量空间的完备化

定义 1.7.1. 设 (X , d), (Y , ρ) 均为度量空间, 称映射 T : X → Y 为等距的, 若

ρ(Tx, Ty) = d(x, y), ∀x, y ∈ X .

进一步,如果 T 为同胚a的,则称 T 为X 到 Y 的等距同构,并称度量空间 (X , d)

与 (Y , ρ) 是等距同构的.
a同胚是指映射 T 为双射, 且 T 和 T−1 均连续.

定义 1.7.2. 设 (X , d) 与 (Y , ρ) 为度量空间, 称 Y 是 X 的完备化空间, 如果
(1) (Y , ρ) 是完备的;
(2) (X , d) 等距同构于 (Y , ρ) 的一个稠密子空间 (Y1, ρ).

(X , d) (Y1, ρ)

T−1(Y ) (Y , ρ)

T

T−1

稠密子空间?

定理 1.7.1. 任何度量空间均存在完备化空间, 且在等距同构的意义下, 完备化的
度量空间是唯一的.

证明. 假设 (X , d) 为度量空间, 令 Z =
{
{xn}

∣∣ {xn} ⊂ X 为 Cauchy 列
}
, 并定义

{xn} ∼ {yn}, iff. lim
n→∞

d(xn, yn) = 0.

我们先验证上述定义的 ∼ 是 Z 上的等价关系, 则只需要证明 ∼ 满足反身性, 对称性,
传递性. 事实上, 反身性, 对称性是显然的, 而传递性轻易可以通过距离的三角不等式得
到. 因此 ∼ 为 Z 上的等价关系. 故构造商集

Y := X / ∼=
{
{̃xn}

∣∣∣ {xn}为X 中的 Cauchy 列
}
.

任取 {̃xn}, {̃yn} ∈ Y , 定义

ρ({̃xn}, {̃yn}) = lim
n→∞

d(xn, yn). (1.3)
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要想证明上式中定义的 ρ 为 Y 上的距离, 首先需要证明极限存在. 由于

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| ⩽ d(xn, xm) + d(yn, ym) → 0 (m,n → ∞).

因此 {d(xn, yn)} 为 R 上的 Cauchy 列, 故 (1.3) 中极限存在. 其次需要验证 ρ 对同一个

等价类中不同元素的取值相同. 假设 {xn} ∼ {x′
n}, {yn} ∼ {y′n}, 由于

|d(xn, yn)− d(x′
n, y

′
n)| ⩽ d(xn, x

′
n) + d(yn, y

′
n) → 0 (n → ∞).

则 lim
n→∞

d(xn, yn) = lim
n→∞

d(x′
n, y

′
n), 即 ρ

(
{̃xn}, {̃yn}

)
= ρ

(
{̃x′

n}, {̃y′n}
)
. 因此 (1.3) 定义

的 ρ 有意义. 而要想证明 ρ 可以作为 Y 上的距离, 还需要证明其满足距离的正定性, 对
称性与三角不等式. 事实上, 根据定义, 正定性与对称性是显然的, 下面证明三角不等式:
任取 {̃xn}, {̃yn}, {̃zn} ∈ Y , 有

ρ
(
{̃xn}, z̃n

)
= lim

n→∞
d(xn, zn)

⩽ lim
n→∞

(
d(xn, yn) + d(yn, zn)

)
= lim

n→∞
d(xn, yn) + lim

n→∞
d(yn, zn)

= ρ
(
{̃xn}, {̃yn}

)
+ ρ

(
{̃yn}, {̃zn}

)
.

于是三角不等式也成立. 故 (Y , ρ) 为度量空间.
下面构造 (Y , ρ) 的稠密子空间 (Y1, ρ). 对于任意的 x ∈ X , 显然 {x} 为 X 中的

Cauchy 列. 为了便于表示, 记 x̃ = {̃x}. 令 Y1 = {x̃ | x ∈ X }, 并定义

T : X → Y1,

x 7→ x̃.

则

ρ(Tx, Ty) = ρ (x̃, ỹ) = lim
n→∞

d(x, y) = d(x, y).

故 T 为等距的双射. 从而 T : X → Y1 为等距同构.
下面证明上述构造的 Y1 在 Y 中稠密. 对于任意的 ε > 0 以及 {̃xn} ∈ Y , 根据定

义, {xn} 为 X 中的 Cauchy 列. 从而存在 N ∈ N∗, 对 n,m ⩾ N , 有 d(xn, xm) < ε. 故

ρ
(
x̃n, {̃xm}

)
= lim

m→∞
d(xn, xm) → 0 (n → ∞).

因此 Y1 在 Y 中稠密.
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最后我们证明 Y 是完备的. 设 {ξn} 为 Y 中的 Cauchy 列, 由 Y1 的稠密性, 对任
意的 n ∈ N∗, 都存在 x̃n ∈ Y1, 满足

ρ (ξn, x̃n) <
1

n
.

从而

d(xn, xm) = ρ (x̃n, ỹn) ⩽ ρ (x̃n, ξn) + ρ(ξn, ξm) + ρ (ξm, x̃m)

<
1

m
+

1

n
+ ρ(ξn, ξm) → 0 (n,m → ∞).

从而 {xn} 为 X 中的 Cauchy 列, 则 {̃xn} ∈ Y . 而

ρ
(
ξk, {̃xn}

)
⩽ ρ (ξk, x̃k) + ρ

(
x̃k, {̃xn}

)
<

1

k
+ lim

n→∞
d(xk, xn) → 0 (k → ∞).

故 Y 是完备的, 定理中完备的度量空间存在性得证.
最后, 我们来说明这个空间在等距同构的意义下是唯一的. 如果还存在 X 的另一

个完备化空间 (Ỹ , ρ̃), 则 X 等距同构于 (Ỹ , ρ̃) 的一个稠密子空间 (Ỹ1, ρ̃), 从而 (Y1, ρ)

等距同构于 (Ỹ1, ρ̃). 设
T : Y1 → Ỹ1, ξ 7→ T (ξ)

是等距同构的, 接下来将 T 延拓到 Y 上. 根据 Y1 的稠密性, 对任意的 y ∈ Y , 存在
{ξn} ⊂ Y1, 使得在 Y 中, 有 ξn → y. 从而定义

T̃ : Y → Ỹ , y 7→ lim
n→∞

T (ξn),

则 T̃ 是 Y 到 Ỹ 的一个等距同构.
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第二章 赋范线性空间

2.1 范数与半范数

定义 2.1.1. 设 X 是数域 K 上的线性空间, P : X → R, 如果它满足
(1) (次可数可加性) P (x+ y) ⩽ P (x) + P (y), ∀x, y ∈ X ;
(2) (齐次性) P (αx) = |α|P (x),

则称 P 是 X 上的半范数.

以下是半范数的几个基本性质.

定理 2.1.1. 如果 P 是 X 上的一个半范数, 则
(1) P (0) = 0;
(2) P (x) ⩾ 0, ∀x ∈ X ;
(3) |P (x)− P (y)| ⩽ P (x− y), ∀x, y ∈ X ;
(4) 如果 P 在 x = 0 处连续, 则 P 在 ∀x0 ∈ X 处连续.

证明. (1) 在齐次性中, 取 x = 0, 则 P (0) = |α|P (0), 解得 P (0) = 0;
(2) 在齐次性中, 取 α = −1, 则 P (−x) = P (x); 在次可数可加性中, 取 y = −x, 则

P (x) + P (−x) = 2P (x) ⩾ P (0) = 0, 从而 P (x) ⩾ 0;
(3) 在三角不等式中, 用 x 代替 x+ y 得

P (x) ⩽ P (x− y) + P (y) =⇒ P (x)− P (y) ⩽ P (x− y);

再用 y 代替 x+ y 得

P (y) ⩽ P (x) + P (y − x) = P (x) + P (x− y) =⇒ P (y)− P (x) ⩽ P (x− y).

综上即有 |P (x)− P (y)| ⩽ P (x− y);
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(4) 如果 P 在 x = 0 处连续, 则对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得 P (δ) < ε. 此时,
对上述 ε, 及对任意的 x0 ∈ X , 都有

|P (x0)− P (x0 + δ)| ⩽ P (δ) < ε,

此即说明 P 在 x0 处连续.

定理 2.1.2. 设 P 是 X 上的一个半范数, 令

M = {x ∈ X |P (x) ⩽ 1},

则集合 M 具有如下性质:
(1) 0 ∈ M ;
(2) M 是凸的, 也即对任意的 t ∈ [0, 1], 对任意的 x, y ∈ M , 有 tx+ (1− t)y ∈

M ;
(3) M 是均衡的, 也即对任意的 x ∈ M , 对任意的 α ∈ K, 且 |α| ⩽ 1, 有

αx ∈ M ;
(4) M 是吸收的, 也即对任意的 x ∈ X , 存在 εx > 0, 使得对任意的 α ∈ K

且 0 < |α| ⩽ εx, 有 αx ∈ M ;
(5) P (x) = inf

{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
.

证明. (1) 这是因为 P (0) = 0 ⩽ 1;
(2) 对任意的 t ∈ [0, 1], 对任意的 x, y ∈ M , 都有

P (tx+ (1− t)y) ⩽ P (tx) + P ((1− t)y) = tP (x) + (1− t)P (y) ⩽ t+ 1− t = 1,

因此 tx+ (1− t)y ∈ M ;
(3) 对任意的 x ∈ M , 对任意的 α ∈ K, 都有

P (αx) = |α|P (x) ⩽ 1,

因此 αx ∈ M ;
(4) 对任意的 x ∈ M , 取 εx =

1

2P (x)
, 则对任意的 α ∈ K 且 0 < |α| ⩽ εx, 都有

P (αx) = |α|P (x) ⩽ εxP (x) < 1,
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因此 αx ∈ M ;
(5) 首先, 对任意的 α ∈

{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
, 有

P
(x
α

)
⩽ 1 =⇒ P (x) ⩽ α,

对该式右端取下确界得

P (x) ⩽ inf
{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
;

反之, 对任意的 ε > 0, 都有

P

(
x

P (x) + ε

)
⩽ 1 =⇒ x

P (x) + ε
∈ M,

从而

inf
{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
⩽ P (x) + ε,

由 ε 的任意性知

inf
{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
⩽ P (x),

因此

P (x) = inf
{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
.

在上面的定理的基础上, 我们给出 Minkowski 泛函的定义.

定义 2.1.2. 设 M 是 X 中的吸收凸子集, 称

P (x) = inf
{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
, ∀x ∈ X

为 X 上的 Minkowski 泛函.

定理 2.1.3. 设 P 是 X 上的 Minkowski 泛函, 则
(1) (正齐次性) P (λx) = λP (x), ∀λ > 0, ∀x ∈ X ;
(2) (次可加性) P (x+ y) ⩽ P (x) + P (y), ∀x, y ∈ X ;
(3) 如果 M 是均衡的, 则 P 是 X 上的一个半范数.

证明. (1) 令 α

λ
= β, 则 α = λβ, 代入得

P (λx) = inf
{
α > 0

∣∣∣∣λxα ∈ M

}
= inf

{
λβ

∣∣∣∣xβ ∈ M

}
= λ · inf

{
β

∣∣∣∣xβ ∈ M

}
= λP (x);
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(2) 对任意的 ε > 0, 存在 αx, αy > 0, 使得
x

ax
∈ M 且 ax < P (x) + ε,

y

ay
∈ M 且 ay < P (y) + ε.

注意到
αx

ax + ay
+

αy

ax + ay
= 1, 因此

x+ y

αx + αy

=
αx

ax + ay
· x

ax
+

αy

ax + ay
· y

ay
∈ M.

从而

P (x+ y) ⩽ αx + αy ⩽ P (x) + P (y) + 2ε,

由 ε 的任意性知

P (x+ y) ⩽ P (x) + P (y).

(3) 首先设 K = R, 对任意的 λ < 0, 都有

P (λx) = inf
{
α > 0

∣∣∣∣λxα ∈ M

}
= inf

{
α > 0

∣∣∣∣−λx

α
∈ M

}
= (−λ)P (x);

其次设 K = C, 则存在 θ, 使得 xeiθ ∈ R+, 重复上面的过程即可.

以上的研究对象都是半范数. 接下来给出范数的定义.

定义 2.1.3. 设 P 是 X 上的一个半范数, 如果 P (x) = 0 =⇒ x = 0, 则称 P 是

X 上的一个范数, 记为 ‖ · ‖. 称 (X, ‖ · ‖) 为赋范线性空间.

可以看出, 赋范线性空间与范数具有如下的性质:

(1) (正定性) ‖x‖ ⩾ 0, 且 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0;
(2) (齐次性) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖;
(3) (三角不等式) ‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖.
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• 例 18. ℓp 和 Lp(Ω) 都是赋范线性空间, 其中 1 ⩽ p ⩽ +∞;
在 C[a, b] 上, 定义

[u]α = sup
x ̸=y

u(x)− u(y)

|x− y|α
,

则 [u]α 是半范数;
另外, 定义

P (u) =

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

,

则 P (u) 是 C1(Ω) 上的半范数, 但是是 C1
0(Ω) 上的范数.

以下的定理在定理 (2.1.3) 的基础上, 做了进一步的推广.

定理 2.1.4. 设 M 是 X 中均衡、吸收的凸子集, 如果对任意的 x ∈ X \ {0}, 都
存在 α > 0, 使得 x

α
/∈ M , 则 P 是 X 上的一个范数.

证明. 只需证明 P (x) = 0 ⇐⇒ x = 0. 假设存在 x 6= 0, 使得 P (x) = 0. 此时存在
α > 0,使得 x

α
/∈ M . 则对任意的 0 < α0 < α,都有 x

α0

/∈ M ,否则由均衡可推得 x

α
∈ M ,

矛盾. 因此

P (x) = inf
{
α > 0

∣∣∣x
α

∈ M
}
⩾ 1

α
,

此与 P (x) = 0 矛盾.

2.2 有限线性赋范空间与 Riesz 引理

定义 2.2.1. 设 ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 是 X 上的两个范数, {xn} ⊂ X , 如果 ‖xn‖1 → 0 =⇒
‖xn‖2 → 0, 则称 ‖ · ‖1 强于 ‖ · ‖2. 如果 ‖ · ‖2 还强于 ‖ · ‖1, 则称 ‖ · ‖1 与 ‖ · ‖2 是
等价的.

另外, 对任意的 x, y ∈ X , 定义

d(x, y) = ‖x− y‖,

则 d 是 X 上的一个度量.
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定义 2.2.2. 称完备的线性赋范空间为 Banach 空间.

定义 2.2.3. 设 {xn} ⊂ X , X 是赋范线性空间,如果存在 x ∈ X,使得 ‖xn−x‖ →
0, 称 {xn} 依范数收敛于 x.

定理 2.2.1. 设 ‖ · ‖1 与 ‖ · ‖2 是线性空间 X 上的两个范数, 则 ‖ · ‖1 强于 ‖ · ‖2
的充要条件为: 存在正常数 C > 0, 使得 ∀x ∈ X , 有 ‖x‖2 ⩽ C‖x‖1.

证明. 根据强范数的定义, 充分性是显然的. 下面证明必要性.

假设结论为假, 则对于任意的 n ∈ N∗, 存在 xn ∈ X , 使得 ‖xn‖2 > n‖xn‖1. 不失一
般性, 设 ‖xn‖2 = 1, 否则令 yn =

xn

‖xn‖2
, 此时 ‖yn‖2 = 1. 从而有 ‖xn‖1 <

1

n
, 这与 ‖ · ‖1

强于 ‖ · ‖2 矛盾.

根据上述定理, 下面的推论是显然的.

推论 2.2.1. 设 ‖ · ‖1 与 ‖ · ‖2 均为线性空间 X 上的范数, 则 ‖ · ‖1 与 ‖ · ‖2 等价
的充要条件为: 存在 r1, r2 > 0, 使得 ∀x ∈ X , 有

r1‖x‖1 ⩽ ‖x‖2 ⩽ r2‖x‖1.

引理 2.2.1. 设 e1, e2, · · · , ed 为实线性赋范空间 X 中线性无关的元素, 则存在常
数 µ > 0, 使得 ∀α1, α2, · · · , αd ∈ R, 有

µ ·
d∑

j=1

|αj| ⩽
∥∥∥∥∥

d∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥ . (2.1)

证明. 如果 α = (α1, · · · , αd) 6= 0, 则 (2.1) 式等价于∥∥∥∥∥
d∑

j=1

αj∑d
i=1 |αi|

ej

∥∥∥∥∥ ⩾ µ. (2.2)

令 βj =
αj∑d

i=1 |αi|
, 则显然有

d∑
j=1

|βj| = 1. 我们只需要证明
∥∥∥∥∥

d∑
j=1

βjej

∥∥∥∥∥ ⩾ µ.
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令 f(β1, · · · , βd) =

∥∥∥∥∥
d∑

j=1

βjej

∥∥∥∥∥, 由于
|f(γ)− f(β)| =

∣∣∣∣∣∥∥∥
d∑

j=1

γjej

∥∥∥− ∥∥∥ d∑
j=1

βjej

∥∥∥∣∣∣∣∣
⩽
∥∥∥∥∥

d∑
j=1

(γj − βj)ej

∥∥∥∥∥ ⩽
d∑

j=1

‖ej‖ · |γj − βj|,

则 f 为连续函数. 令 S = {β ∈ Rd :
∑d

j=1 |βj| = 1}, 则 S 为 Rd 上的紧集. 故函数 f 在

S 上存在最小值 µ. 则存在 β0 ∈ S, 使得 f(β0) = µ. 且由于 β0 ∈ S, 则 β0 6= 0. 因此
(2.2) 式成立. 引理得证.

推论 2.2.2. 设X 为有限维实线性赋范空间, e1, · · · , ed 为一组基,则存在 r1, r2 >

0, 使得对任意的 x ∈ X , 有 α1, · · · , αd ∈ R, 使得 x =
∑d

j=1 αjej, 且

r1

d∑
j=1

|αj| ⩽ ‖x‖ ⩽ r2

d∑
j=1

|αj|.

推论 2.2.3. 有限维线性空间中, 依范数收敛等价于依坐标收敛.

推论 2.2.4. 有限维线性赋范空间一定是闭的.

推论 2.2.5. 有限维线性赋范空间中的有界集一定是列紧集.

定理 2.2.2. 任何 n 维实线性赋范空间 X 与 Rn 都是线性同构且拓扑同胚的.

证明. 构造映射
T : X → Rn

n∑
j=1

αjej 7→ (α1, · · · , αn)

其中 e1, · · · , en 为 Rn 的一组基, 则 T 为 X 到 Rn 的一个线性同构.

在 Rn 中, 任取 x, y ∈ X , 定义 ‖x‖Rn =

(
n∑

j=1

|xj|2
)1/2

. 下面我们证明, T 为同胚

映射, 只需要证明 T 与 T−1 均连续.
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(i) 证明 T 连续: ∀x, y ∈ X , 设 x =
∑n

j=1 αjej, y =
∑n

j=1 βjej, 则

x− y =
n∑

j=1

(αj − βj)ej.

=⇒ Tx− Ty = (α1 − β1, · · · , αn − βn).

=⇒ ‖Tx− Ty‖Rn =

(
n∑

j=1

|αj − βj|2
)1/2

⩽
n∑

j=1

|αj − βj| ⩽
1

µ
‖x− y‖.

因此 T 为连续映射;
(ii) 证明 T−1 连续: 任取 (α1, · · · , αn), (β1, · · · , βn) ∈ Rn, 令 x =

∑n
j=1 αjej, y =∑n

j=1 βjej, 则 T−1α = x, T−1β = y, 从而

‖T−1α− T−1β‖ = ‖x− y‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(αj − βj)ej

∥∥∥∥∥ ⩽
n∑

j=1

|αj − βj| ‖ej‖

⩽
(

n∑
j=1

|αj − βj|2
)1/2( n∑

j=1

‖ej‖2
)1/2

=

(
n∑

j=1

‖ej‖2
)1/2

‖α− β‖Rn .

其中第二个不等号运用了 Cauchy-Schwarz 不等式. 因此 T−1 为连续映射. 故 T 为同胚

的.

推论 2.2.6. 在有限维线性赋范空间中, 任何两个范数等价.

推论 2.2.7. 有限维线性赋范空间是完备可分的.

引理 2.2.2 (F. Riesz, 1981). 设 X 为线性赋范空间, Y 6= X 为闭的线性子空

间. 则 ∀ε ∈ (0, 1), 存在 xε ∈ X \ Y , 使得 ‖xε‖ = 1 且 dist(xε,Y ) > ε, 其中

dist(xε,Y ) := inf
y∈Y

‖xε − y‖.

证明. ∀x0 ∈ X \ Y , 由于 Y 为闭集, 因此 dist(x0,Y ) > 0. 设 dist(x0,Y ) = d, 则任取
ε ∈ (0, 1), 存在 y0 ∈ Y , 使得

d ⩽ ‖x0 − y0‖ <
d

ε
.

令 xε =
x0 − y0

‖x0 − y0‖
, 则 ‖xε‖ = 1, 且对于任意的 y ∈ Y ,

‖xε − y‖ =

∥∥∥∥ x0 − y0
‖x0 − y0‖

− y

∥∥∥∥ =
1

‖x0 − y0‖

∥∥∥x0 −
(
y0 + y‖x0 − y0‖

)∥∥∥ > ε.
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因此 dist(xε,Y ) > ε.

推论 2.2.8. 在无穷维线性赋范空间中, 单位闭球不是列紧集 (紧集). 更一般地,
无穷维线性赋范空间中的有界集非列紧集.

推论 2.2.9. 线性赋范空间 X 中的单位球 (有界集)是列紧的, 当且仅当 X 为有

限维的.

定理 2.2.3. 设 X 为实线性赋范空间, 若 dimX = ∞, 则存在点列 {xn} ⊂ X ,
满足对任意的 n ∈ N∗, ‖xn‖ = 1, 且

‖xn − xm‖ ⩾ 1

2
(∀n 6= m).

证明. 任取 X 中非零元素 x0, 令 x1 =
x0

‖x0‖
, 则 ‖x1‖ = 1. 令

Y1 = span{x1} = {α · x1|α ∈ R}.

于是 Y1 为 X 的闭子空间, 且 Y1 6= X . 由 Riesz 引理, 存在 x2 ∈ X \ Y1, ‖x2‖ = 1 且

dist(x2,Y1) ⩾
1

2
, 则 d(x1, x2) ⩾

1

2
. 再令

Y2 = span{x1, x2} = {α · x1 + β · x2|α, β ∈ R}.

同理存在 x3 ∈ X \ Y2, ‖x3‖ = 1 且 dist(x3,Y2) ⩾
1

2
, 则 d(x3, x1) ⩾

1

2
, d(x3, x2) ⩾

1

2
.

由于 dimX = ∞, 因此上述过程可以一直进行下去, 从而得到点列 {xn} ⊂ X , 使
得对任意的 n ∈ N∗ 都有 ‖xn‖ = 1, 且

d(xn, xm) ⩾
1

2
(∀n 6= m).

2.3 Hahn-Banach 定理

定义 2.3.1. 设 X 是数域 K 上的线性赋范空间, 称 f : X → K 是线性泛函, 如
果对任意的 α, β ∈ K, 对任意的 x, y ∈ X , 有

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y).

称 X 上的泛函 f : X → K 是有界的, 如果存在 M > 0, 使得对任意的 x ∈ X ,
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有

|f(x)| ⩽ M‖x‖.

记 X 上所有有界线性泛函的全体为 X ∗, 称为 X 的对偶空间.

• 例 19. 设 X = ℓp(1 < p < +∞), 取定 y ∈ ℓq, 其中 1

p
+

1

q
= 1, 定义

f(x) =
∞∑
j=1

xjyj, ∀x = {xj} ∈ X ,

则

f(αx+ βz) =
∞∑
j=1

(αxj + βzj)yj = α
∞∑
j=1

xjyj + β
∞∑
j=1

zjyj = αf(x) + βf(z),

同时

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

xjyj

∣∣∣∣∣ ⩽
(

∞∑
j=1

|xj|p
) 1

p
(

∞∑
j=1

|yj|q
) 1

q

= ‖x‖ℓp · ‖y‖ℓq ,

因此 f 是 X 上的有界线性泛函, 从而 f ∈ X ∗.
类似地, 设 X = L(Ω), 取定 v ∈ Lq(Ω), 定义

f(u) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀u ∈ L(Ω),

则 f ∈ X ∗.

• 例 20. 设 X = C([a, b];R), 取定 t0 ∈ [a, b], 定义

f(x) = x(t0), ∀x ∈ X ,

则 f 一定是线性的, 且

|f(x)| = |x(t0)| ⩽ max
t∈[a,b]

|x(t)| = ‖x‖,

从而 f ∈ X ∗. 但是, f(x) = |x(t0)| /∈ X ∗.
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考虑对偶空间 X ∗, 对任意的 f, g ∈ X ∗, 定义运算(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(αf)(x) = αf(x),
∀x ∈ X ,

则 X ∗ 是 K 上的线性空间. 更进一步, 对任意的 f ∈ X ∗, 定义

‖f‖X ∗ = sup
∥x∥⩽1

|f(x)|,

则 ‖ · ‖X ∗ 是 X ∗ 上的范数. 齐次性和三角不等式是容易得到的, 接下来验证正定性,
也即 ‖f‖X ∗ = 0 =⇒ f = 0. 否则, 存在 x0 ∈ X , 使得 f(x0) 6= 0, 根据 f 的性质知

f(0) = 0, 且 x0 6= 0, 从而
f(x0)

‖x0‖
= f

(
x0

‖x0‖

)
6= 0,

不妨假设 f

(
x0

‖x0‖

)
> 0, 否则可以用 x0eiθ 代替 x0, 从而

‖f‖X ∗ ⩾ f

(
x0

‖x0‖

)
> 0,

此与 ‖f‖X ∗ = 0 矛盾. 上面的过程说明了, X ∗ 是赋范线性空间.
接下来, 对于 X ∗ 上定义的范数 ‖ · ‖X ∗ , 我们来说明

‖f‖X ∗ = sup
∥x∥=1

|f(x)|.

一方面,
‖f‖X ∗ = sup

∥x∥⩽1

|f(x)| ⩾ sup
∥x∥=1

|f(x)|;

另外一方面,

‖f‖X ∗ = sup
∥x∥⩽1

|f(x)| = sup
∥x∥⩽1

∣∣∣∣f ( x

‖x‖

)
· ‖x‖

∣∣∣∣ ⩽ sup
∥x∥=1

|f(x)| · sup
∥x∥⩽1

‖x‖ ⩽ sup
∥x∥=1

|f(x)|,

因此 ‖f‖X ∗ = sup
∥x∥=1

|f(x)|.

最后, 我们还可以说明 X ∗ 的完备性. 设 {fn} ⊂ X ∗ 是 Cauchy 列, 也即对任意的
ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 使得对任意的 n,m ⩾ N , 有

‖fn − fn‖X ∗ < ε,
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从而对任意的 x ∈ X , 有 |fn(x) − fm(x)| < ε‖x‖. 此即说明对给定的 x ∈ X , {fn(x)}
是 K 中的 Cauchy 列, 由 K 的完备性1知, 存在唯一的 yx ∈ K, 使得 fn(x) → yx. 定义

f : X → K, x 7→ yx,

则 lim
n→∞

fn(x) = f(x), 因此

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| ⩽ lim
n→∞

(‖fn‖ · ‖x‖) ⩽
(
sup
n⩾1

‖fn‖
)
· ‖x‖,

从而 f ∈ X ∗. 接下来, 计算得

‖fn − f‖X ∗ = sup
∥x∥=1

|fn(x)− f(x)|

= sup
∥x∥=1

lim
m→∞

|fn(x)− fm(x)|

⩽ lim
m→∞

sup
∥x∥=1

|fn(x)− fm(x)|

= lim
m→∞

‖fn(x)− fm(x)‖ → 0,

此即说明当 n → ∞ 时, fn → f ∈ X ∗.

定理 2.3.1 (Hahn-Banach 延拓定理, 1929). 设 X 为实线性空间, p(x) 为 X

上正齐次且次可加的实函数, 即满足:
(1) (正齐次性) p(λx) = λp(x), ∀λ > 0, ∀x ∈ X ;
(2) (次可加性) p(x+ y) ⩽ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ X .

设 Y 为 X 的线性子空间, f 是 Y 上的线性泛函, 且满足 ∀x ∈ Y , 都有
f(x) ⩽ p(x). 则存在 X 上的实线性泛函 F , 使得

(1) F (x) = f(x), ∀x ∈ Y ;
(2) F (x) ⩽ p(x), ∀x ∈ X .

引理 2.3.1. (Zorn)设 X 为一个半序集,如果 X 中任意全序集都有上界,则 X

中存在一个极大元.
所谓半序, 是定义在 X 上的一个二元关系, 记为 “⩽”, 如果满足

(1) (反身性) x ⩽ x, ∀x ∈ X ;

1此时 K = R 或 C, 它们都是完备的.
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(2) (反对称性) x ⩽ y, y ⩽ x ⇒ x = y, ∀x, y ∈ X ;
(3) (传递性) x ⩽ y, y ⩽ z ⇒ x ⩽ z, ∀x, y, z ∈ X .

则称 “⩽” 为 X 上的一个偏序, 称 (X ,⩽) 为一个偏序集.
如果 X 中任意两个元素 x, y 都有 x ⩽ y 或 y ⩽ x 成立, 则称 X 为全序集.

下面回到原引理 (2.3.1) 的证明:

证明. 当 Y = X 时, 定理显然成立. 下设 Y 6= X . ∀x0 ∈ X \ Y , 显然有 x0 6= 0. 令

Y1 = span{x0,Y } = {λx0 + x|λ ∈ R, x ∈ Y },

如果 F1 为 Y1 上的线性泛函, 满足
(1) F1(x) = f(x), ∀x ∈ Y ;
(2) F1(x) ⩽ p(x), ∀x ∈ Y1.

则 ∀x ∈ Y , ∀λ ∈ R, 有

f(x) + λF1(x0) = F1(x) + λF1(x0) = F1(x+ λx0) ⩽ p(x+ λx0).

若 λ > 0, 则

F1(x0) ⩽
1

λ

(
p(x+ λx0)− f(x)

)
= p

(x
λ
+ x0

)
− f

(x
λ

)
= p(x′ + x0)− f(x′),

(
∀x′ =

x

λ
∈ Y

)
;

若 λ < 0, 则

F1(x0) ⩾
1

λ

(
p(x+ λx0)− f(x)

)
= − 1

−λ

(
p(x+ λx0)− f(x)

)
= −

[
p
(
−x

λ
− x0

)
− f

(
−x

λ

)]
= − [p(x′′ − x0)− f(x′′)] ,

(
∀x′′ = −x

λ
∈ Y

)
.

由于 ∀x′, x′′ ∈ Y ,

p(x′ + x0)− f(x′) + p(x′′ − x0)− f(x′′)

=
(
p(x′ + x0) + p(x′′ − x0)

)
−
(
f(x′) + f(x′′)

)
⩾p(x′ + x′′)− f(x′ + x′′) ⩾ 0.
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从而有

−[p(x′′ − x0)− f(x′′)] ⩽ p(x′ + x0)− f(x′), (∀x′, x′′ ∈ Y ).

上式中分别对 x′, x′′ 取下极限和上极限, 即可得到

sup
x′′∈Y

(
f(x′′)− p(x′′ − x0)

)
⩽ inf

x′∈X

(
p(x′ + x0)− f(x′)

)
.

因此对于任意的 x0 ∈ X \ Y , 只要取

F1(x0) ∈
[
sup
x′′∈Y

(
f(x′′)− p(x′′ − x0)

)
, inf
x′∈X

(
p(x′ + x0)− f(x′)

)]
即可满足条件.

设 F 为 X 上的实线性泛函, D(F ) 为其定义域. 若 Y ⊂ D(F ), 且满足

(1) F (x) = f(x), ∀x ∈ Y ;
(2) F (x) ⩽ p(x), ∀x ∈ D(F ),

称 F 是 f 在 D(F ) 上由 p(x) 控制的线性延拓. 记

F =
{
F
∣∣F 为 f在D(F )上由 p(x)控制的线性延拓

}
.

设 F1, F2 ∈ F , 称

F1 ⩽ F2 ⇐⇒ D(F1) ⊂ D(F2)且F2(x) = F1(x), ∀x ∈ D(F1),

则 (F ,⩽) 为一个偏序集.

设 {Fα}α∈I 为 F 中任意的全序集, 定义 D(F ∗) =
⋃
α∈I

D(Fα),

F ∗(x) = Fα(x), ∀x ∈ D(Fα),

则 F ∗ 为 {Fα}α∈I 的一个上界. 由 Zorn 引理, F 中有极大元 F , 则显然 F 也为 f 的线

性延拓. 若 D(F ) 6= X , 根据之前的证明, F 重复之前的操作, 可以得到 F ′ 满足

(1) F ′(x) = F (x), ∀x ∈ D(F );
(2) F ′(x) ⩽ p(x), ∀x ∈ D(F ′) ⊃ D(F ).

从而 F ′ ∈ F 且 F ⩽ F ′, 这与 F 的极大性矛盾. 至此, 引理 (2.3.1) 得到了证明.
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定理 2.3.2 (Bohnenblust-Sobczyk, 1938). 设 X 为复线性空间, p(x) 为 X

上的半范数, Y 为 X 的线性子空间, f 是 Y 上的线性泛函, 满足 ∀x ∈ Y ,
|f(x)| ⩽ p(x). 则存在 X 上的线性泛函 F , 使得

(1) F (x) = f(x), ∀x ∈ Y ;
(2) |F (x)| ⩽ p(x), ∀x ∈ X .

证明. 设 Ref(x) = f1(x), Imf(x) = f2(x), 则

f(x) = f1(x) + if2(x), ∀x ∈ Y .

则 ∀x, y ∈ Y , 有

f1(x+ y) + if2(x+ y) = f(x+ y)

= f(x) + f(y) = f1(x) + if2(x) + f1(y) + if2(y).

根据复数相等的充要条件, 比较等式的两端, 即可得到

f1(x+ y) = f1(x) + f1(y), f2(x+ y) = f2(x) + f2(y).

类似可得, ∀α ∈ R, ∀x ∈ Y , 有

f1(αx) = αf1(x), f2(αx) = αf2(x).

因此, 如果将 X ,Y 视作实的线性空间, 则 f1, f2 为 Y 上的实线性泛函.
又对于 x ∈ Y , 有

f1(ix) + if2(ix) = f(ix) = if(x) = −f2(x) + if1(x),

则 f2(x) = −f1(ix), 从而 f(x) = f1(x)− if1(ix).
由于

f1(x) = Ref(x) ⩽ |f(x)| ⩽ p(x), ∀x ∈ Y ,

则由定理 (2.3.1) 知, 存在 X 上的线性泛函 F1(x), 满足
(1) F1(x) = f1(x), ∀x ∈ Y ;
(2) F1(x) ⩽ p(x), ∀x ∈ X .
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令 F (x) = F1(x)− iF1(ix), 则 ∀x ∈ Y ,

F (x) = F1(x)− iF1(ix) = f1(x)− if1(ix) = f(x).

若 F (x) = 0, 则 |F (x)| = 0 ⩽ p(x); 若 F (x) 6= 0, 则 F (x) 可写作 F (x) = |F (x)|e−iθx , 其
中 θx = ArgF (x). 此时有

|F (x)| = F (x)e−iθx = F
(
xe−iθx

)
= ReF

(
xe−iθx

)
= F1

(
xe−iθx

)
⩽ p

(
xe−iθx

)
=
∣∣e−iθx

∣∣ · p(x) = p(x).

从而 |F (x)| ⩽ p(x) 恒成立. 至此定理 (2.3.2) 得到了证明.

以下的定理是上面的定理的推论, 更加常用.

定理 2.3.3 (Hahn-Banach 定理, 1927). 设 X 是线性赋范空间, Y 是 X 的

线性子空间. f 是 Y 上的有界线性泛函 (也即 f ∈ Y ∗), 则存在 X 上的有界线

性泛函 F , 使得
(1) F (x) = f(x), ∀x ∈ Y ;
(2) ‖F‖X ∗ = ‖f‖Y ∗.

证明. 我们知道, 对任意的 x ∈ Y , |f(x)| ⩽ ‖f‖Y ∗‖x‖. 令 P (x) = ‖f‖Y ∗‖x‖, 则 P 是

X 上的一个半范数. 由定理 (2.3.2) 知, 存在 X 上的线性泛函 F , 使得
(1) F (x) = f(x), ∀x ∈ Y ;
(2) |F (x)| ⩽ P (x) = ‖f‖Y ∗‖x‖, ∀x ∈ X .

从而 F ∈ X ∗, 且根据以上 (2) 得

|F (x)|
‖x‖

⩽ ‖f‖Y ∗ =⇒ ‖F‖X ∗ = sup
∥x∥=1

|F (x)|
‖x‖

⩽ ‖f‖Y ∗ ,

接下来说明 ‖F‖X ∗ ⩾ ‖f‖Y ∗ . 此时

‖F‖X ∗ = sup
x∈X ,∥x∥⩽1

|F (x)| ⩾ sup
x∈Y ,∥x∥⩽1

|F (x)| = sup
x∈Y ,∥x∥⩽1

|f(x)| = ‖f‖Y ∗),

从而 ‖F‖X ∗ = ‖f‖Y ∗ .

利用定理 (2.3.3) 可以得到如下重要推论.
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推论 2.3.1. 设 X 是线性赋范空间, 0 6= x0 ∈ X , 则存在 f ∈ X ∗, 使得
(1) ‖f‖ = 1;
(2) f(x0) = ‖x0‖.

证明. 令 Y = span{x0} = {αx0|α ∈ K}, f(αx0) = α‖x0‖, 则 f(x0) = ‖x0‖, 且

|f(αx0)| = |α|‖x0‖ = ‖αx0‖ =⇒ ‖f‖Y ∗ = 1,

由定理 (2.3.3) 知结论成立.

推论 2.3.2. 非零的线性赋范空间上必有非零的有界线性泛函.

证明. 设 X 是非零的线性赋范空间, 0 6= x0 ∈ X , 则由推论 (2.3.1) 知存在有界线性泛
函 f , 且根据 ‖f‖ = 1 知 f 非零.

推论 2.3.3. 对任意的 x, y ∈ X 且 x 6= y, 存在 f ∈ X ∗, 使得 f(x) 6= f(y).

证明. 令 Y = span{x, y} = {λx + µy|λ, µ ∈ K}, 定义 f(λx + µy) = λ, 则 f(x) 6= f(y),
由定理 (2.3.3) 知可以将 f 延拓到 X ∗ 上.

推论 2.3.4. x = 0 ⇐⇒ 对任意的 f ∈ X ∗, 有 f(x) = 0.

证明. 一方面, 若 x = 0, 则 f(x) = f(0) = 0.

另外一方面, 若对任意的 f ∈ X ∗, 有 f(x) = 0. 假设 x 6= 0, 则由推论 (2.3.1)知, 存
在 f ∈ X ∗, 使得 f(x) = ‖x‖ 6= 0, 矛盾.

以下也是一个重要的推论.

推论 2.3.5. 设 X 是线性赋范空间, Y 是 X 的闭真子空间, x0 ∈ X \ Y , 则存
在 f ∈ X ∗, 使得

(1) f(x) = 0, ∀x ∈ Y ;
(2) f(x0) = d = dist(x0,Y );
(3) ‖f‖ = 1.
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证明. 令 Y1 = span{x0,Y } = {αx0 + x|α ∈ K, x ∈ Y }, 定义 f(αx0 + x) = αd. 首先说
明这样的定义是有意义的. 对任意的 y ∈ Y1, 设

y = α1x0 + x1 = α2x0 + x2 =⇒ (α1 − α2)x0 = x2 − x1 = 0,

此即说明 α1 = α2, x1 = x2, 从而 y 的表示是唯一的, f 是有意义的. 此时

f(x0) = d, f(x) = 0, ∀x ∈ Y ,

接下来, 若 α = 0, 则 f(αx0 + x) = 0; 若 a 6= 0, 则

|f(ax0 + x)| = |α|d ⩽ |α| ·
∥∥∥x0 +

x

α

∥∥∥ = ‖αx0 + x‖,

从而 ‖f‖ ⩽ 1; 另一方面, 对任意的 ε > 0, 存在 x ∈ Y , 使得

d ⩽ ‖x0 − x‖ < d+ ε = f(x0 − x) + ε,

从而

1 < f

(
x− x0

‖x− x0‖

)
+

ε

‖x− x0‖
⩽ f

(
x− x0

‖x− x0‖

)
+

ε

d
,

由 ε 的任意性知 f

(
x− x0

‖x− x0‖

)
⩾ 1, 对该式取上确界得 ‖f‖ ⩾ 1, 从而 ‖f‖ = 1. 再应用

定理 (2.3.3) 将 f 从 Y1 上延拓到 X 上即可.

推论 2.3.6. 设 M ⊂ X , 0 6= x0 ∈ X , 则 x0 ∈ spanM ⇐⇒ 对任意的满足条件

f(x) = 0, ∀x ∈ M 的 f ∈ X ∗, 有 f(x0) = 0.

证明. 一方面, 设 x0 ∈ spanM , 存在 {yn} ⊂ spanM , 使得 yn → x0. 由假设知 f(yn) = 0,
由 f 的连续性 2 知 f(x0) = 0.
另外一方面, 设对任意的满足条件 f(x) = 0, ∀x ∈ M 的 f ∈ X ∗, 有 f(x0) = 0. 假

设 x0 /∈ spanM , 由推论 (2.3.5) 知, 存在 f ∈ X ∗, 使得
(1) f(x) = 0, ∀x ∈ spanM ;
(2) f(x0) = 1,

根据 M ⊂ spanM 知, 对任意的 x ∈ M , 都有 f(x) = 0, 但是 f(x0) = 1 6= 0, 矛盾.

注意到 M ⊂ spanM , 从而有以下推论.
2此时 f(x− y) ⩽ ‖f‖ · ‖x− y‖, 从而 f 是连续的.
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推论 2.3.7. 设 M 是 X 的一个线性子空间, 0 6= x0 ∈ X , 则 x0 ∈ M ⇐⇒ 对任

意的满足条件 f(x) = 0, ∀x ∈ M 的 f ∈ X ∗, 有 f(x0) = 0.

证明. 一方面, 设 x0 ∈ M ⊂ spanM , 根据推论 (2.3.6) 知 f(x0) = 0.

另外一方面, 对任意的满足条件 f(x) = 0, ∀x ∈ M 的 f ∈ X ∗, 有 f(x0) = 0. 假设
x0 /∈ M , 由推论 (2.3.5) 知, 存在 f ∈ X ∗, 使得

(1) f(x) = 0, ∀x ∈ M ;
(2) f(x0) = 1,

此与假设矛盾.

推论 2.3.8. 设 X 是线性赋范空间, e1, e2, · · · , en 是 X 中 n 个线性无关的元素,
则存在 f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗, 使得

fi(ej) = δij =

1, i = j,

0, i 6= j,
1 ⩽ i, j ⩽ n.

证明. 对 1 ⩽ i ⩽ n, 令 Yi = span{e1, · · · , ei−1, ei+1, · · · , en}, 则 ei ∈ X \ Yi, 由推论
(2.3.5) 知, 存在 fi ∈ X ∗, 使得

(1) fi(x) = 0, ∀x ∈ Yi;
(2) fi(ei) = 1.

由条件 (1) 知对任意的 ej(j 6= i), 有 fi(ej) = 0. 从而 fi(ej) = δij.

反过来, 我们有如下的结论.

推论 2.3.9. 设 X 是线性赋范空间, f1, f2, · · · , fn 是 X ∗ 中 n 个线性无关的元

素, 则存在 e1, e2, · · · , en ∈ X , 使得

fi(ej) = δij, 1 ⩽ i, j ⩽ n.

证明. (方法一)令 φ : X → Λn, x 7→ (f1(x), f2(x), · · · , fn(x)). 首先, Rangφ是线性空间.
这是因为, 对任意的 α, β ∈ K, 对任意的 (f1(x), · · · , fn(x)), (f1(y), · · · , fn(y)) ∈ Rangφ,
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都有

α(f1(x), · · · , fn(x)) + β(f1(y), · · · , fn(y))

=(αf1(x) + βf1(y), · · · , αfn(x) + βfn(y))

=(f1(αx+ βy), · · · , fn(αx+ βy)) ∈ Rangφ.

如果 Rangφ = Λn 的话, 那么 φ 就是满射, 从而可以找到

(1, 0, · · · , 0) = (δ11, δ12, · · · , δ1n),
(0, 1, · · · , 0) = (δ21, δ22, · · · , δ2n),

· · · · · · · · · · · ·
(0, 0, · · · , 1) = (δn1, δn2, · · · , δnn)

在 X 中的原像 e1, e2, · · · , en. 从而, 接下来只要验证 Rangφ = Λn.
假设 Rangφ 6= Λn, 则由推论 (2.3.5)知, 对任意的 x0 ∈ Λn \Rangφ, 存在 f ∈ (Λn)∗,

使得 f(x) = 0, ∀x ∈ Rangφ, 且 f(x0) = 1. 由 Riesz 表示定理3知, 存在 y0 ∈ Λn, 使得
f(x) = (x, y0), ∀x ∈ Λn. 从而

n∑
j=1

y0jfj(x) = 0, ∀x ∈ X =⇒
n∑

j=1

y0jfj = 0,

又根据

‖f‖ =

(
n∑

j=1

|y0j|2
) 1

2

6= 0

知 {y0j} 不全为零, 从而 f1, f2, · · · , fn 线性相关, 矛盾.

上述关于推论 (2.3.9) 的证明中, 我们用到了 Riesz 表示定理. 下面的证明将给出另
一种证明方法.

首先来看一个引理:

引理 2.3.2. 设 X 为线性赋范空间, f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗. 如果
n⋂

i=1

Kerfi ⊂ Kerf0,

3在这里提前用了之后的结论. 所谓的 Riesz表示定理是: 设 H 是 Hilbert空间 (完备的内积空间), 则
对任意的 f ∈ H∗, 存在唯一的 zf ∈ H, 使得 f(x) = (x, zf ), ∀x ∈ H, 且 ‖f‖ = ‖zf‖.
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则存在 n个常数 λ1, λ2, · · · , λn,使得 f0 =
n∑

j=1

λjfj. 其中, Kerf = {x ∈ X |f(x) =

0}.

证明. 考虑使用数学归纳法. 当 n = 1 时, 已知 Kerf1 ⊂ Kerf0. 若 f1 ≡ 0, 则 Kerf1 =

X ⊂ Kerf0, 从而 f0 ≡ 0. 故显然存在 λ1 使得 f0 = λ1f1. 若 f1 6≡ 0, 则存在 x1 ∈ X 且

x1 6= 0, 使得 f1(x1) = 1. 从而, ∀x ∈ X , 有

f1(x) = f1(x1)f1(x) = f1
(
x1 · f1(x)

)
.

从而 x− x1 · f1(x) ∈ Kerf1. 由假设知, f0
(
x− x1 · f1(x)

)
= 0, 从而

f0(x) = f0(x1) · f1(x), ∀x ∈ X .

即 f0 = f0(x1)f1, 则 n = 1 时命题成立.
假设原结论对所有的 n ⩽ k 均成立, 则当 n = k + 1 时, 记 X0 = Kerfk+1, 并定义

fi 在 X0 上的限制为 fi|X0 : X0 → Λ. 则

Kerfi|X0 = {x ∈ X0|fi = 0} = X0 ∩Kerfi, i = 1, 2, · · · , k.

由假设条件,
k⋂

i=1

Kerfi|X0 =
k⋂

i=1

(
Kerfi ∩ X0

)
=

k+1⋂
i=1

Kerfi ⊂ Kerf0 ∩ X0.

又由归纳假设, 存在 λ1, λ2, · · · , λk, 使得 f0|X0 =
k∑

j=1

λjfj|X0 , 从而

(
f0 −

k∑
j=1

λjfj

)
(x) = 0, ∀x ∈ X0.

因此 Kerfk+1 = X0 ⊆ Ker
(
f0 −

k∑
j=1

λjfj

)
. 再由归纳假设, 存在 λk+1 使得

f0 −
k∑

j=1

λjfj = λk+1fk+1,

从而 f0 =
k+1∑
j=1

λjfj, 即当 n = k + 1 时, 命题成立. 引理得证!
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有了上述引理, 现在我们回到推论 (2.3.9) 的证明.

证明. 若对于任意的 1 ⩽ i ⩽ n, 存在 xi 满足

xi ∈
⋂
j ̸=i

1⩽j⩽n

Kerfj 且 fi(xi) 6= 0,

令 ei =
xi

fi(xi)
, 则原命题显然成立. 若上述假设不成立, 则存在 1 ⩽ i0 ⩽ n, 使得

∀x ∈
⋂
j ̸=i0

1⩽j⩽n

Kerfj,

都有 fi0(x) = 0. 由引理 (2.3.2), 存在 n− 1 个常数 λ1, · · · , λi0−1, λi0+1, · · · , λn, 使得

fi0 =
n∑

j=1
j ̸=i0

λjfj.

此时有 λ1f1 + · · ·+ λi0−1fi0−1 − fi0 + λi0+1fi0+1 + · · ·+ λnfn = 0, 这与 f1, f2, · · · , fn 线
性无关矛盾! 命题得证.

定理 2.3.4. 设 X 为线性空间, 如果 f 为 X 上的非零线性泛函, 即存在 x0 ∈ X

使得 f(x0) 6= 0, 则
X = span{x0} ⊕Kerf.

证明. ∀x ∈ X , 由于 f(x) =
f(x0)f(x)

f(x0)
, 因此 f

(
x− f(x)

f(x0)
x0

)
= 0. 从而

x− f(x)

f(x0)
x0 ∈ Kerf, ∀x ∈ X .

因此 X = span{x0}+Kerf .

∀x ∈ span{x0} ∩ Kerf , 显然有 x = λx0 ∈ Kerf , 从而 f(λx0) = λf(x0) = 0, 则
λ = 0, 进而 x = 0. 因此上式中的和为直和, 即

X = span{x0} ⊕Kerf.
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推论 2.3.10. 设 X 为线性赋范空间, f1, f2, · · · , fn 为 X ∗ 中线性无关的元素,
e1, e2, · · · , en ∈ X , 且满足 fi(ej) = δij, ∀1 ⩽ i, j ⩽ n. 则有

X = span{ej}nj=1

⊕(
n⋂

j=1

Kerfj

)
.

证明. ∀x ∈ X , 令 y = x−
n∑

j=1

fj(x)ej, 则对于 1 ⩽ i ⩽ n,

fi(y) = fi(x)−
n∑

j=1

fj(x)fi(ej) = fi(x)− fi(x) = 0.

从而对 1 ⩽ i ⩽ n, y ∈ Kerfi, 则 y ∈
⋂n

i=1 Kerfi. 从而

X = span{ej}nj=1 +

(
n⋂

i=1

Kerfi

)
.

下面证明上式中为直和. ∀x ∈ span{ej}nj=1

⋂
(
⋂n

i=1 Kerfi), 则 x =
∑n

j=1 λjej ∈
Kerfi, ∀1 ⩽ i ⩽ n. 因此

fi(x) =
n∑

j=1

λjfi(ej) = λi = 0, 1 ⩽ i ⩽ n.

故 x = 0. 从而

X = span{ej}nj=1

⊕(
n⋂

j=1

Kerfj

)
.

定理 2.3.5. 设 X 为线性赋范空间, Y 为 X 的 n 维子空间. 则存在 X 的闭子

空间 Z , 使得 X = Y ⊕ Z .

上述定理的证明是显然的. 设 e1, e2, · · · , en 为 Y 的一组基, 由推论 (2.3.8) 知, 存
在 f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗, 使得 fi(ej) = δij, (1 ⩽ i, j ⩽ n). 于是令 Z =

⋂n
i=1 Kerfi, 则 Z

为有限维且闭的, 且由推论 (2.3.10) 知,

X = span{ej}nj=1

⊕(
n⋂

j=1

Kerfj

)
= Y ⊕ Z .
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定义 2.3.2. 设 X 为实线性空间, Y 为 X 的线性子空间. 称 Y 为极大的, 若对
任何以 Y 为真子集的线性空间 Y1, 都有 Y1 = X .

定理 2.3.6. 设 X 为实线性空间, Y 为 X 的线性子空间, 则 Y 为极大线性

子空间的充要条件为, Y 为 X 的线性真子空间, 且 ∀x0 ∈ X \ Y , 有 X =

span{x0} ⊕ Y .

证明. 必要性是显然的. 为了证明充分性, 设 Y1 是以 Y 为真子集的线性子空间, 则存
在 x0 ∈ Y1 \ Y . 于是有 λx0 ∈ Y1 及 Y ⊂ Y1, 从而

X = span{x0} ⊕ Y = Y1,

即得 X = Y1. 于是 Y 为极大线性子空间.

定义 2.3.3. 设 Y 为实线性空间 X 中的极大线性子空间, x0 ∈ X \ Y . 称对 x0

的平移 L = x0 + Y 为极大线性流形, 或超平面.

定理 2.3.7. 设 X 为实线性 (赋范) 空间, 则 L 为 X 的一个 (闭) 超平面, 当
且仅当存在 X 上的非零 (有界) 线性泛函 f 及 0 6= r ∈ R, 使得

L = Hr
f = {x ∈ X |f(x) = r}.

证明. 设L 是一个超平面,则存在极大线性子空间 Y 及 x0 ∈ X \Y ,使得L = x0+Y .
由 Y 的极大性知,

X = span{x0} ⊕ Y = {λx0 + x|λ ∈ R, x ∈ Y }.

定义 f : X → R, λx0 + x 7→ λ, 则 f 是有意义的且是线性泛函. 对任意的 x ∈ L =

x0 + Y , 有 f(x) = 1, 从而 L ⊂ H1
f . 再任取 x ∈ H1

f , 有 f(x) = 1, 又由 f(x0) = 1 知

f(x − x0) = 0, 从而 x − x0 ∈ Kerf , 也即对任意的 x ∈ Y , 都有 f(x) = 0, 这便说明了
Y ⊂ Kerf . 由 Y 的极大性得

Y ⊕ span{x0} = Kerf ⊕ span{x0} = X ,

从而 Y = Kerf .
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反之, 如果 f 是非零线性泛函, r 6= 0, L = Hr
f , 下证明 L 是超平面. 给定

x0 ∈ L , 有 f(x0) = r, 又对任意的 x ∈ Hr
f , 有 f(x) = r = f(x0), 因此 f(x − x0) = 0,

x− x0 ∈ Kerf , 这便说明了

Hr
f ⊆ x0 +Kerf ;

对上述 x0, 取 x ∈ Kerf , 则 f(x0 + x) = f(x0) = r, 从而

x0 +Kerf ⊆ Hr
f =⇒ Hr

f = x0 +Kerf,

这便说明了 L 是超平面.

定义 2.3.4. 设 X 是实线性空间, E ⊆ X ,称 E 位于超平面 L = Hr
f 的一侧,如

果对任意的 x ∈ E, 有 f(x) ⩽ r(或 f(x) ⩾ r). 设 E,F ⊆ X , 称超平面 Hr
f 分离

E 与 F , 如果对任意的 x ∈ E, 有 f(x) ⩽ r(或 f(x) ⩾ r), 及对任意的 x ∈ F , 有
f(x) ⩾ r(或 f(x) ⩽ r). 如果上述不等式严格成立, 则称超平面 Hr

f 严格分离 E.

定理 2.3.8. 设 E 是实线性赋范空间 X 以 0 为内点的真凸子集, x0 /∈ E, 则存
在闭超平面分离 x0 与 E.

证明. 设 P 是伴随 E 的 Minkowski 泛函, 则 P 在 X 上满足正齐次性与次可加性, 且

P (x) ⩽ 1, ∀x ∈ E, P (x0) ⩾ 1.

由于 0 是 E 的内点, 存在 δ > 0, 使得 B(0, δ) ⊆ E. 又对任意的 x ∈ X , x 6= 0, 有
δx

2‖x‖
∈ B(0, δ), 因此

P

(
δx

2‖x‖

)
⩽ 1 =⇒ P (x) ⩽ 2‖x‖

δ
.

令 X0 = span{x0} = {λx0|λ ∈ R}, 定义 f0 : X0 → R, λx0 7→ λP (x0), 则 f0 是 X0 上的

线性泛函, 且

f0(λx0) = λP (x0) ⩽ P (λx0), ∀λ ∈ R.

从而, 由 Hahn-Banach 延拓定理知, 存在 X 上的线性泛函 f , 使得
(1) f(λx0) = f0(λx0) = λP (x0), ∀λ ∈ R;
(2) f(x) ⩽ P (x), ∀x ∈ X .
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于是, 有 f(x0) = P (x0) ⩾ 1. 又对任意的 x ∈ E, f(x) ⩽ P (x) ⩽ 1, 故超平面 H1
f 分离

x0 及 E. 下面证明 f 是有界的: 根据 f(x) ⩽ P (x), 以及 −f(x) = f(−x) ⩽ P (−x) 得知

|f(x)| ⩽ max{P (x), P (−x)} ⩽ 2‖x‖
δ

,

从而 f 是有界的, 故 f ∈ X ∗.

定理 2.3.9. 设 E,F 是实线性赋范空间 X 中不相交的非空凸子集, E 有内点,
则存在超平面分离 E 与 F .

证明. 令 G = E − F = {x− y|x ∈ E, y ∈ F}, 则
(1) G 是凸的, 这是因为 E,F 是凸的;
(2) 0 /∈ G, 这是因为 E ∩ F = ∅;
(3) G 有内点 x0, 这是因为 E 有内点.

由定理 (2.3.8) 知, 存在超平面 Hr
f 分离 0 与 G, 也即存在 f ∈ X ∗ 及 r > 0, 使得

f(x) ⩽ r, ∀x ∈ G, f(0) ⩾ r.

由 f(0) = 0 ⩾ r 知 r ⩽ 0, 所以 f(x) ⩽ 0 对任意的 x ∈ G 成立, 从而

f(x) ⩽ f(y), ∀x ∈ E, ∀y ∈ F.

上式左端可以取上确界, 右端可以取下确界, 令 r′ ∈
[
sup
x∈E

f(x), inf
y∈F

f(y)

]
, 则超平面 Hr

f

分离 E 与 F .

定理 2.3.10 (Ascoli 定理). 设 E 是实线性赋范空间 X 中的闭凸集, x0 /∈ E, 则
存在 f ∈ X ∗ 及 r ∈ R, 使得

f(x) ⩽ r < f(x0), ∀x ∈ E.

证明. 由 E 是闭的, x0 /∈ E 知存在 δ > 0, 使得 B(x0, δ) ⊂ EC . 也即 B(x0, δ) ∩ E = ∅.
由定理 (2.3.9) 知, 存在 f ∈ X ∗ 及 r ∈ R, 使得

f(x) ⩾ r, ∀x ∈ B(x, δ); f(x) ⩽ r, ∀x ∈ E.

又根据 inf
x∈B(x0,δ)

f(x) < f(x0) 知

f(x) ⩽ r < f(x0), ∀x ∈ E.
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定理 2.3.11. 设 E 是实线性赋范空间 X 中的有内点的闭凸集, F 是 X 中的线

性流形, 也即存在 X 的线性子空间 X0 及 x0 ∈ X \ X0, 使得 F = x0 + X0. 如
果 E̊ ∩ F = ∅, 则存在包含 F 的超平面 L, 使得 E 在 L 的一侧, 也即存在线性
泛函 f 及 s ∈ R, 使得 f(x) = s, ∀x ∈ F 及 f(x) ⩽ s, ∀x ∈ E.

证明. E,F 是凸的, 根据定理 (2.3.9) 知, 存在线性泛函 f 及 r ∈ R, 使得

f(x) ⩽ r, ∀x ∈ E; f(x) ⩾ r, ∀x ∈ F = x0 + X0,

从而 f(x) ⩾ r − f(x0) 对任意的 x ∈ X0 成立. 若 x ∈ X0 非零, 则 tx,−tx ∈ X0, 从而
f(−tx) = −tf(x) → −∞(t → ∞), 此与上式矛盾, 从而

f(x) = r − f(x0), ∀x ∈ X0.

对任意的 x ∈ F , 存在 y ∈ X0, 使得 x = x0 + y, 从而 f(x) = f(x0) + f(y) = r, 这便说
明了 F ⊂ Hr

f .

2.4 泛函的表示

定理 2.4.1. (ℓ1)∗ 中的每一个元素都可以表示为

f(x) =
∞∑
j=1

ajxj, ∀x = {xi} ∈ ℓ1

其中 a = {aj} ∈ ℓ∞, a 由 f 唯一决定, 且 ‖f‖(ℓ1)∗ = ‖a‖ℓ∞.

证明. 首先说明唯一性. 令 ej 表示第 j 个元素为 1,其余元素为 0的向量. 设 a,a′ ∈ ℓ∞,
使得

f(x) =
∞∑
j=1

ajxj =
∞∑
j=1

a′jxj, ∀x = {xi} ∈ ℓ1,

则
∞∑
j=1

(aj − a′j)xj = 0, ∀x = {xi} ∈ ℓ1.

令 x = ej, j ⩾ 1, 则 aj = a′j.
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接下来, 对任意的 x = {xj} ∈ ℓ1, 由
∞∑
j=1

|xj| < ∞, 知 x =
∞∑
j=1

xjej 在 ℓ1 中收敛, 从

而

f(x) =
∞∑
j=1

xjf(ej).

令 aj = f(ej), 则 f(x) =
∞∑
j=1

xjaj, 且对任意的 j ⩾ 1,

|aj| = |f(ej)| ⩽ ‖f‖(ℓ1)∗‖ej‖ℓ1 = ‖f‖(ℓ1)∗ =⇒ ‖a‖ℓ∞ = sup
j⩾1

|aj| ⩽ ‖f‖(ℓ1)∞ .

另一方面, 对任意的 x ∈ ℓ1,

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ajxj

∣∣∣∣∣ ⩽ sup
j⩾1

|aj| ·
∞∑
j=1

|xj| = ‖a‖ℓ∞ · ‖x‖ℓ1 =⇒ ‖f‖(ℓ1)∗ ⩽ ‖a‖ℓ∞ ,

因此 ‖f‖(ℓ1)∗ = ‖a‖ℓ∞ .

定理 2.4.2. 如果 1 < p < ∞, 1
p
+

1

q
= 1, 则 (ℓp)∗ 中的每一个元素 f 都可以表示

为

f(x) =
∞∑
j=1

cjxj, ∀x = {xj} ∈ ℓp,

其中 c = {cj} ∈ ℓq 由 f 唯一决定, 且 ‖f‖(ℓp)∗ = ‖c‖ℓq .

反之, 任取 c = {cn} ∈ ℓq, 对任何 x = {xn} ∈ ℓp, 由 f(x) =
∞∑
j=1

cjxj 定义的泛函

f ∈ (ℓp)∗.

证明. 设 f ∈ (ℓp)∗, ej = (0, 0, · · · , 1, 0, · · · ), 则对任何 x = {xn} ∈ ℓp, 有 x =
∑∞

j=1 xjej

在 ℓp 中收敛. 于是有 f(x) =
∑∞

j=1 xjf(ej). ∀j ⩾ 1, 令 cj = f(ej), 从而对任何
x = {xn} ∈ ℓp, f(x) =

∑∞
j=1 cjxj. 再令 xn = {ζ(n)j }, 其中

ζ
(n)
j =

 |cj|q−2cj, j ⩽ n,

0, j > n.

则 xn ∈ ℓp. 于是

n∑
j=1

|cj|q = f(xn) ⩽ ‖f‖

(
n∑

j=1

|ζ(n)j |p
) 1

p

= ‖f‖

(
n∑

j=1

|cj|q
) 1

p

.
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从而对任何 n ⩾ 1,
(∑n

j=1 |cj|q
) 1

q ⩽ ‖f‖. 即 c = {cj} ∈ ℓq 且 ‖c‖ ⩽ ‖f‖. 由 Hölder 不
等式知,

|f(x)| ⩽
∞∑
j=1

|cj| · |xj| ⩽
(

∞∑
j=1

|xj|p
) 1

p
(

∞∑
j=1

|cj|q
) 1

q

= ‖c‖ · ‖x‖.

从而 ‖f‖ ⩽ ‖c‖. 因此有 ‖f‖ = ‖c‖.
假设还存在 c′ = {c′n} ∈ ℓq, 使得对任何 x = {xn} ∈ ℓp, 有 f(x) =

∑∞
j=1 c

′
jxj, 则对

任何 x = {xn} ∈ ℓp, 有
∑∞

j=1(cj − c′j)xj = 0. ∀j ⩾ 1, 取 x = ej, 则对任何 j ⩾ 1, 取
c′j = cj, 从而 c = c′.

定理 2.4.3. 设 1 < p, q < ∞, 1

p
+

1

q
= 1. 如果 f 是 Lp(a, b) 上的有界线性泛函,

则存在唯一的 y ∈ Lq(a, b), 使得对任何 x ∈ Lp(a, b), 有

f(x) =

∫ b

a

x(t)y(t)dt (2.3)

且

‖f‖ = ‖y‖Lq(a,b). (2.4)

相反, 对任何固定的 y ∈ Lq(a, b), 令 f(x) =
∫ b

a
x(t)y(t)dt, 则 f 是 Lp(a, b) 上的

有界线性泛函. 因此, 如果 T : (Lp(a, b))∗ → Lq(a, b) 定义为

T (f) = y,

则 T 是保持范数不变的线性同构.

证明. 对任何固定的 y ∈ Lq(a, b) 及任意的 x ∈ Lp(a, b), 令

f(x) =

∫ b

a

x(t)y(t)dt,

则 f 为 Lp(a, b) 上的线性泛函, 且由 Hölder 不等式知,

|f(x)| =
∣∣∣∣∫ b

a

x(t)y(t)dt
∣∣∣∣ ⩽ (∫ b

a

|x(t)|pdt
) 1

p
(∫ b

a

|y(t)|qdt
) 1

q

= ‖y‖Lq‖x‖Lp .

因此

‖f‖ ⩽ ‖y‖Lq(a,b). (2.5)
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取

x(t) = |y(t)|q−1e−iθ(t), t ∈ [a, b],

其中 θ(t) = Argy(t). 则 ∫ b

a

|x(t)|pdt =
∫ b

a

|y(t)|qdt < ∞.

因此 x ∈ Lp(a, b), 并且

f(x) =

∫ b

a

x(t)y(t)dt =
∫ b

a

|y(t)|qdt.

两边同除 ‖x‖Lp(a,b), 有

f

(
x

‖x‖p

)
=

(∫ b

a

|y(t)|qdt
)1− 1

p

= ‖y‖Lq(a,b).

因此有

‖f‖ ⩾ ‖y‖Lq(a,b). (2.6)

结合 (2.5) 可得 ‖f‖ = ‖y‖Lq(a,b). 这表明只要 f 满足 (2.3) 的形式, 就有 (2.4) 成立.
现在的问题是对于 Lp(a, b) 上的有界线性泛函 f , 如何寻求 y ∈ Lq(a, b) 使得 (2.3)

成立. 为此, 让
Y (t) = f(χ[a,t)),

其中 χ[a,t) 表示 [a, t) 上的特征函数, 即

χ[a,t)(s) =

 1, s ∈ [a, t),

0, s ∈ [t, b).

显然 Y (t) 为 [a, b] 上以 Λ 为值域的函数. 下面验证 Y (t) 是 [a, b] 上的绝对连续函数. 事
实上, 对于 [a, b] 内的任何有限个互不相交的小区间 [ai, bi), i = 1, 2, · · · , n, 令

εi = e−iθi , θi = Arg(Y (bi)− Y (ai),

则

n∑
i=1

|Y (bi)− Y (ai)| =
n∑

i=1

εi(Y (bi)− Yai)
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=
n∑

i=1

εi
[
f(χ[a,bi))− f(χ[a,ai))

]
= f

(
n∑

i=1

εi
(
χ[a,bi) − χ[a,ai)

))

⩽ ‖f‖ ·
∥∥∥ n∑

i=1

εi · χ[ai,bi)

∥∥∥
Lp(a,b)

= ‖f‖

(
n∑

i=1

∫ bi

ai

1pds
) 1

p

= ‖f‖

(
n∑

i=1

(bi − ai)

) 1
p

.

由此可知, Y (t) 是 [a, b] 上的绝对连续函数. 记

y(t) = Y ′(t),

则 y ∈ L1[a, b], 并且由于 Y (a) = 0, 故由 Newton-Leibniz 公式可知,

Y (t) =

∫ t

a

y(s)ds, t ∈ [a, b].

于是

f
(
χ[ai,bi)

)
=

∫ t

a

y(s)ds =
∫ b

a

χ[a,t)(s)y(s)ds.

从而有

f
(
χ[ai,bi)

)
= f

(
χ[a,bi) − χ[a,ai)

)
= f

(
χ[a,bi)

)
− f

(
χ[a,ai)

)
=

∫ b

a

(
χ[a,bi) − χ[a,ai)

)
(s)y(s)ds

=

∫ b

a

χ[ai,bi)(s)y(s)ds.

因此有

f

(
n∑

i=1

ciχ[ai,bi)

)
=

∫ b

a

(
n∑

i=1

ciχ[ai,bi)(s)

)
y(s)ds.

这表明对 [a, b] 上的任何简单函数 x(t), 都有

f(x) =

∫ b

a

x(s)y(s)ds.
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而任何有界可测函数 x(t) 都可以由一列简单函数 {xn} 一致逼近, 根据 Lebesgue 控制
收敛定理及 f 的连续性, 有

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

∫ b

a

xn(s)y(s)ds =
∫ b

a

x(s)y(s)ds.

下面我们证明 y ∈ Lq[a, b], 令

yn(t) =

 |y(t)|q−1e−iθ(t), t ∈ [a, b], |y(t)| ⩽ n,

0, t ∈ [a, b], |y(t)| > n.

并记 En = {t ∈ [a, b] : |y(t)| ⩽ n}, 则

f(yn) =

∫ b

a

yn(t)y(t)dt =
∫
En

|y(t)|qdt. (2.7)

由于

‖yn‖Lp[a,b] =

(∫
En

|yn(t)|p
) 1

p

=

(∫
En

|y(t)|qdt
) 1

p

,

在 (2.7) 两边同时除以 ‖yn‖Lp[a,b], 有

f

(
yn

‖yn‖Lp

)
=

(∫
En

|y(t)|q
) 1

q

⩽ ‖f‖.

式中令 n → ∞, 即可得到 ‖y‖Lq [a,b] ⩽ ‖f‖.
最后我们证明 ∀x ∈ Lp[a, b], 有

f(x) =

∫ b

a

x(t)y(t)dt.

事实上, 对任何 x ∈ Lp[a, b], 令

xn(t) =

 x(t), |x(t)| ⩽ n,

0, |x(t)| > n.

则当 n → ∞ 时, ‖xn − x‖Lp[a,b] → 0. 而当 n → ∞ 时, 由 Hölder 不等式可知,∣∣∣∣∫ b

a

(xn(t)− x(t))y(t)dt
∣∣∣∣ ⩽ (∫ b

a

|xn(t)− x(t)|pdt
) 1

p
(∫ b

a

|y(t)|qdt
) 1

q

.

因此,

lim
n→∞

∫ b

a

xn(t)y(t)dt =
∫ b

a

x(t)y(t)dt.

结合 f 的连续性可得

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

∫ b

a

xn(t)y(t)dt =
∫ b

a

x(t)y(t)dt.
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定理 2.4.4. 设 p > 1, 1

p
+

1

q
= 1. (Ω,Σ, µ) 为 σ-有限的测度空间. 则对每一个

f ∈ (Lp(Ω, µ))∗, 存在唯一的 v ∈ Lq(Ω, µ), 使得当 u ∈ Lp(Ω, µ) 时, 有

f(u) =

∫
Ω

u(x)v(x)dµ,

并且

‖f‖ = ‖v‖Lq(Ω,µ).

反之, 对每个固定的 v ∈ Lq(Ω, µ), 令

f(u) =

∫
Ω

u(x)v(x)dµ,

则 f ∈ (Lp(Ω, µ))∗. 因此, 如果

T : (Lp(Ω, µ))∗ → Lq(Ω, µ)

定义为

T (f) = v,

则 T 是保持范数不变的线性同构.

定理 2.4.5. 设 (Ω,Σ, µ) 为 σ-有限的测度空间. 对每个给定的 v ∈ L∞(Ω, µ), 定
义 f : L1(Ω, µ) → R 为:

f(u) =

∫
Ω

u(x)v(x)dµ, (2.8)

则 f ∈ (L1(Ω, µ))∗, 且
‖f(u)‖ = ‖v‖∞.

反之, 对每个给定的 f ∈ (L1(Ω, µ))∗, 存在唯一的 v ∈ L∞(Ω, µ), 使得对任何
u ∈ L1(Ω, µ), 有 (2.8) 成立.
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2.5 自反空间

定义 2.5.1. 设 X 为线性赋范空间, X ∗ 的对偶空间称为 X 的二次对偶空间,记
作 X ∗∗. ∀x ∈ X , 定义

x∗∗(f) = f(x), ∀f ∈ X ∗.

容易验证 x∗∗ 是 X ∗ 上的线性泛函, 且

‖x∗∗‖ = sup
∥f∥⩽1

|x∗∗(f)| = sup
∥f∥⩽1

|f(x)| ⩽ ‖x‖. (2.9)

因此 x∗∗ ∈ X ∗∗, 且 x∗∗ 是有界的.
下面, 定义映射

τ : X → X ∗∗,

x 7→ x∗∗.

并称 τ 为从 X 到 X ∗∗ 的典型映射.

∀x, y ∈ X , ∀α, β ∈ K, 有

[τ(αx+ βy)](f) = f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

=α[τ(x)](f) + β[τ(y)](f) = [ατ(x) + βτ(y)](f).

而上式是对任意的 f ∈ X ∗ 均成立的. 因此 τ(αx + βy) = ατ(x) + βτ(y), 从而 τ 为线

性的.
通过上述推导, ‖τ(x)‖ ⩽ ‖x‖成立,而由 (2.9)式知,当 ‖x‖ = 0时, ‖x∗∗‖ = ‖x‖ = 0;

当 x 6= 0 时, 根据 Hahn-Banach 定理的推论 (2.3.1), 存在 f0 ∈ X ∗, 使得 ‖f0‖ = 1 且

f0(x) = ‖x‖. 从而有

‖x∗∗‖ = sup
∥f∥⩽1

|x∗∗(f)| ⩾ |f0(x)| = ‖x‖,

即 ‖x∗∗‖ ⩾ ‖x‖. 综上两方面, 有 ‖τ(x)‖ = ‖x∗∗‖ = ‖x‖.
因此, τ 为 X 到 X ∗∗ 的一个子空间 τ(X ) 的等距同构.

定义 2.5.2. 设 X 为线性赋范空间, 如果 τ(X ) = X ∗∗, 则称 X 为自反的.
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定理 2.5.1. 有限维线性赋范空间都是自反的.

证明. 设 X 为 n 维线性赋范空间, {e1, e2, · · · , en} 为 X 的一组基. 根据 Hahn-Banach
定理的推论 (2.3.8), 存在 f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗, 使得

fi(ej) = δij, 1 ⩽ i, j ⩽ n.

显然, f1, · · · , fn 是线性无关的. 对任意的 x =
∑n

j=1 xjej ∈ X ,

fi(x) =
n∑

j=1

xjfi(ej) = xi, i = 1, 2, · · · , n.

故对任何 f ∈ X ∗,

f(x) =
n∑

j=1

xjf(ej) =
n∑

j=1

f(ej)fj(x) =

[
n∑

j=1

f(ej)fj

]
(x).

从而

f =
n∑

j=1

f(ej)fj.

这表明 {f1, f2, · · · , fn} 也是 X ∗ 的一组基, 即 X ∗ 也为 n 维空间. 同理, X ∗∗ 亦为 n

维的. 而 τ 是保范的线性映射, 因此 τ(X ) 与 X 的维数相同, 从而 τ(X ) = X ∗∗.

定理 2.5.2. 设 (Ω,F , µ) 为 σ-有限的测度空间, 若 1 < p < ∞, 则 Lp(Ω, µ) 为自

反空间.

证明. 只需证明 ∀F ∈ (Lp(Ω, µ))∗∗, 存在 u ∈ Lp(Ω, µ), 使得

F (f) = f(u), ∀f ∈ (Lp(Ω, µ))∗.

∀v ∈ Lq(Ω, µ), 其中 p−1 + q−1 = 1, 考察映射 T : Lq(Ω, µ) → (Lp(Ω, µ))∗, T (v) = f . 这
里

f(x) =

∫
Ω

u(x)v(x)dµ, u ∈ Lp(Ω, µ).

根据 (Lp(Ω, µ))∗ 的表示定理, T 为等距同构. 对于 v ∈ Lq(Ω, µ), 设 F ∗(v) = F (T (v)).
易证 F ∗ ∈ (Lq(Ω, µ))∗, 再根据定理, 存在 u0 ∈ Lp(Ω, µ), 使得

F ∗(v) =

∫
Ω

v(x)u0(x)dµ, v ∈ Lq(Ω, µ).
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现对任意的 f ∈ (Lp(Ω, µ))∗, 令 v = T−1(f), 则 v ∈ Lq(Ω, µ), 且

f(u) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, u ∈ Lp(Ω, µ).

于是

F (f) = F (T (v)) = F ∗(v) =

∫
Ω

v(x)u0(x)dx = f(u0).

定理 2.5.3. 设 X 为线性赋范空间, 则 X ∗ 可分可以推出 X 可分; 若 X 是自

反的, 则 X 可分也能推出 X ∗ 可分.

证明. 若 X ∗ 可分, 则 X ∗ 存在可数的稠密子集, 记作 {fn}∞n=1. 不妨假设对于任意的
n ⩾ 1, fn 6= 0, 并令 gn =

fn
‖fn‖

. 由 {fn} 的稠密性, 对于任意的 f ∈ S1 = {h ∈ X ∗ :

‖h‖ = 1}, 都存在 {fnk
} ⊂ {fn}, 使得 fnk

在 X ∗ 中收敛于 f . 而

‖gnk
− f‖ ⩽ ‖fnk

− f‖+ ‖fnk
− gnk

‖

= ‖fnk
− f‖+

∣∣1− ‖fnk
‖
∣∣

= ‖fnk
− f‖+

∣∣‖f‖ − ‖fnk
‖
∣∣

⩽ 2‖fnk
− f‖ → 0, (k → ∞).

从而 {gn} 在 S1 中稠密.
由于 ‖gn‖ = 1,则存在 xn ∈ X ,使得 |gn(xn)| ⩾

1

2
, ‖xn‖ = 1. 令 Y = span{xn}∞n=1,

则 Y 是可分的.
下面说明 Y = X . 若否, 由 Hahn-Banach 定理的推论 (2.3.5), 存在 f ∈ X ∗, 使得

(1) f(x) = 0, ∀x ∈ Y ;
(2) f(x0) = dist(x0,Y );
(3) ‖f‖ = 1.

从而 ∀n ⩾ 1,

‖gn − f‖ = sup
∥x∥=1
x∈X

|(gn − f)(x)| ⩾ |gn(xn)− f(xn)| = |gn(xn)| ⩾
1

2
.

这与 {gn}∞n=1 在 S1 中稠密矛盾! 故 X = Y , 定理得证.
定理的后半部分是显然的. 若 X 自反, 则由 X 可分可以得到 X ∗∗ 可分, 再由第

一部分的结论, 可以直接得到 X ∗ 可分.
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定理 2.5.4. 设 X 为线性赋范空间, 则 X 自反当且仅当 X 的任意闭子空间均

为自反的.

证明. 由于 X 为其自身的闭子空间, 因此定理的充分性是平凡的. 假设 Y 为 X 的

自反空间, 则要证 Y 是自反的, 只需要证明对任意的 F ∈ Y ∗∗, 存在 x ∈ Y , 使得
F (f) = f(x), ∀f ∈ Y ∗.

∀f ∈ X ∗, 由于

‖f‖Y ∗ = sup
x∈Y
∥x∥⩽1

|f(x)| ⩽ sup
x∈X
∥x∥⩽1

= ‖f‖X ∗ .

从而若 Y ⊂ X , 则 Y ∗ ⊃ X ∗.

定义映射 F̃ 为

F̃ : X ∗ → R,

f 7→ F (f |Y ).

由于 ∣∣∣F̃ (f)
∣∣∣ = |F (f |Y )| ⩽ ‖F‖Y ∗∗ ‖f |Y ‖Y ∗∗ ⩽ ‖F‖Y ∗∗‖f‖X ∗∗ .

从而
∥∥∥F̃∥∥∥

X ∗∗
⩽ ‖F‖Y ∗∗ , 故 F̃ ∈ X ∗∗. 由于 X 是自反的, 则存在 x0 ∈ X , 使得

τ(x0) = F̃ , 亦即

F̃ (f) = F (f |Y ) = f(x0), ∀f ∈ X ∗.

若 x0 /∈ Y , 则由 Hahn-Banach 定理的推论 (2.3.5), 存在 f0 ∈ X ∗, ‖f0‖ = 1, 且满足

(1) f0(x) = 0, ∀x ∈ Y ;
(2) d = dist(x0,Y ) = f0(x0) > 0.

从而 d = f0(x0) = F (f0|Y ) = F (0) = 0, 矛盾! 故 x0 ∈ Y .

∀f ∈ Y ∗, 由 Hahn-Banach 定理, 存在 f̃ ∈ X ∗, 使得 ‖f̃‖ = ‖f‖ 且 f̃(x) =

f(x), ∀x ∈ Y , 亦即 f = f |Y . 从而

F (f) = F (f̃ |Y ) = F̃ (f̃) = f̃(x0) = f(x0), ∀f ∈ Y .

从而 F = τ(x0), 定理得证.
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2.6 序列弱收敛及序列的弱 * 收敛

定义 2.6.1. 设 X 为线性赋范空间, {xn} ⊂ X ,x0 ∈ X . 如果 ∀f ∈ X ∗, 有

f(xn) → f(x0),

则称序列 {xn} 弱收敛于x0, 记为 xn ⇀ x0, 并称 x0 为序列 {xn} 的弱极限.
为区别起见, 我们称 xn → x0(按范数收敛) 为 xn 强收敛于 x0, 并称 x0 为序列

{xn} 的强极限.

根据定义, 我们显然可以得到强收敛蕴含弱收敛.

下面, 我们列举几个弱收敛的例子:

• 例 21. 设 X = L2[0, 1], 并设 xn = xn(t) = sinnπt. 根据表示定理 (2.4.4),
∀F ∈ X ∗, 存在唯一 f ∈ L2[0, 1] 使得

F (xn) =

∫ 1

0

f(t)xn(t)dt → 0 = F (0).

其中的极限关系是由 Riemann-Lebesgue 定理得到的. 因此有 xn ⇀ 0.
但由于

‖xn‖ =

(∫ 1

0

|xn(t)|2dt
) 1

2

=

√
2

2
,

因此 xn 6→ 0.

• 例 22. 设 X = ℓp(1 < p < ∞), 根据泛函的表示定理 (2.4.2), ∀x = {xn} ∈ ℓp,
存在唯一的 a = {an} ∈ ℓq, 使得

f(x) =
∞∑
j=1

ajxj.

因此 f(ej) = aj → 0, 从而 ej ⇀ 0, 但 ‖ej‖ = 1, 因此 ej 6→ 0.

上述两个例子表明, 序列的强收敛与弱收敛并不相同.
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• 例 23. 设 X 为有限维线性赋范空间且 dimX = k, {x(n)} ⊂ X , x0 ∈ X . 则

x(n) ⇀ x0 ⇐⇒ {xn}按坐标收敛于x0.

证明. 首先, 根据推论 (2.2.3) 的结论, 在有限维线性赋范空间中按坐标收敛与强收敛等
价, 而强收敛蕴含弱收敛, 因此充分性是显然的.

假设 {ej}kj=1 为 X 的一组基底, 且

x(n) =
k∑

j=1

xj(n)ej, x0 =
k∑

j=1

x
(0)
j ej.

则根据推论 (2.3.8) 的结论, 存在 f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗, 使得

fi(ej) = δij, 1 ⩽ i, j ⩽ k.

根据弱收敛的定义, x(n)
i = fi(x

(n)) → fi(x0) = x
(0)
i , 因此 {x(n)} 按照坐标收敛于 x0.

这个例子表明, 在有限维线性赋范空间中, 强收敛与弱收敛等价.

• 例 24. 在 ℓ1 中, 弱收敛与强收敛等价.

有了弱收敛的定义, 便可以自然地给出在弱收敛意义下的闭的定义:

定义 2.6.2. 设 E 为线性赋范空间 X 中的点集, 称 E 是弱序列闭的, 如果
∀{xn} ⊂ E 且 xn ⇀ x0, 必有 x0 ∈ E.

定理 2.6.1. 线性赋范空间 X 中任何闭凸集都是弱序列闭的.

证明. 假设存在 X 中的闭凸集 E 非弱序列闭的, 则存在 {xn} ⊂ X , xn ⇀ x0 且

x0 /∈ E. 根据 Ascoli 定理 (2.3.10), 存在实的非零有界线性泛函 f 及 r ∈ R, 使得

f(x) ⩽ r < f(x0), ∀x ∈ E.

∀x ∈ X ,令 F (x) = f(x)−if(−ix),则 F ∈ X ∗,故由 xn ⇀ x0可以推出 F (xn) → F (x0).
从而 ReF (xn) → ReF (x0), 即 f(xn) → f(x0), 这与 xn 和 x0 严格分离矛盾!
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定义 2.6.3. 设 X 为线性赋范空间, X ∗ 为 X 的对偶空间, 若 {fn} ⊂ X ∗,
f0 ∈ X ∗, 称 {fn} 弱 * 收敛于f0, 如果对任意的 x ∈ X , 均有 fn(x) → f0(x)

定义 2.6.4. 设 A 为线性赋范空间 X 的子集, 称 A 为弱列紧的, 如果 A 中任何

点列都有在 X 中收敛的子列.
设 C 为 X ∗ 中的点列, 称 C 为弱 * 列紧的, 如果 C 中任何点列都有在 X ∗

中弱 *收敛的子列.

定理 2.6.2. 设 X 为可分的线性赋范空间, 则 X ∗ 中依范数有界集是弱 * 列紧
的.

证明. 若 X 可分, 则存在 X 的可数稠密子集, 记作 {xn}∞n=1. 设 A为 X ∗ 中的有界集,
对于 A 中任意的函数列 {fn}, 考察 {fn} 作用在 xk 上得到的数列. 当 k = 1 时, 由于

|fn(x1)| ⩽ ‖fn‖X ∗‖x1‖X ,

因此 {fn(x1)} 为有界数列, 从而存在其收敛子列 {f (1)
n (x1)}. 当 k = 2 时, {f (1)

n (x2)} 有
界, 因此存在子列 {f (2)

n (x2)} 收敛. 依次进行下去, 对于 xk, {f (k−1)
n (xk)} 有界, 存在其收

敛子列 {f (k)
n (xk)}.

经过上述操作, 取 {f (k)
k } ⊂ {fn}, 则该序列对于所有的 xj 均收敛. 为了便于表述,

记 gk = f
(k)
k , 从而 {gk(xj)} 收敛, ∀j ⩾ 1.

根据稠密的定义, ∀x ∈ X , ∀ε > 0, 存在 y ∈ {xn}, 使得 |x− y| < ε. 因此

‖gk(x)− gj(x)‖ ⩽ ‖gk(x)− gk(y)‖+ ‖gk(y)− gj(y)‖+ ‖gj(y)− gj(x)‖

⩽ ‖gk‖ · ‖x− y‖+ ‖gj‖ · ‖x− y‖+ ‖gk(y)− gj(y)‖

< 2M · ε

3M
+ ‖gk(y)− gj(y)‖ ⩽ 2

3
ε, (k, j → ∞).

因此 {gk(x)} 为 Cauchy 列.
令 f(x) := lim

k→∞
gk(x), 容易验证 f 为线性的. 又由于

|f(x)| = lim
k→∞

|gk(x)| ⩽ lim inf
k→∞

‖gk‖ · ‖x‖ ⩽ M‖x‖.

因此 f 有界, 从而 f ∈ X ∗.
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定理 2.6.3. 自反的 Banach 空间 X 中的有界集为弱列紧的.

证明. 设 {xn}∞n=1 为 X 中的序列, 令

Y = span{xn}∞n=1,

根据定理 (2.5.3) 的证明, 可以得到 Y 是可分的. 由于 Y 是 X 的闭子空间以及 X 自

反, 根据定理 (2.5.4), Y 也是自反的.
根据定理 (2.6.2) 中的结论, 存在 {xn} 的在 Y 中弱收敛的子列 {xnj

}, 也就是说,
存在 x0 ∈ Y , 使得

f(xnj
) → f(x0), ∀f ∈ Y ∗.

从而 ∀f ∈ X ∗, 有
f(xnj

) = f |Y (xnj
) → f |Y (x0) = f(x0).

即 {xnj
} 弱收敛到 x0, 定理得证!
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3.1 有界线性算子的定义及性质

定义 3.1.1. 设 X ,Y 是数域 K 上的线性赋范空间, D ⊂ X 是线性子空间, 称
A : D → Y 是有界线性算子, 如果

(1) A 是线性的, 也即对任意的 x, y ∈ D, 任意的 α, β ∈ K, 有

A(αx+ βy) = αAx+ βAy;

(2) A 是有界的, 也即存在 M > 0, 使得对任意的 x ∈ D, 有

‖Ax‖ ⩽ M‖x‖.

称 D 是 A 的定义域, R(A) = {Ax|x ∈ D} 为 A 的值域.

• 例 25. 设 p, q > 1, 1
p
+

1

q
= 1, Ω ⊂ Rn 是可测集, K 是 Ω× Ω 上的可测函数且∫

Ω

∫
Ω

|K(x, y)|qdxdy < +∞. 对任意的 u ∈ Lp(Ω), 定义

(Au)(x) =

∫
Ω

K(x, y)u(y)dy.

则 A : Lp(Ω) → Lq(Ω) 是有界线性算子.
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证明. 线性是容易得到的, 因为积分是线性的. 对于有界性, 计算得

‖Au‖qLq(Ω) =

∫
Ω

‖(Au)(x)‖qdx

=

∫
Ω

∣∣∣∣∫
Ω

K(x, y)u(y)dy
∣∣∣∣q dx

⩽
∫
Ω

[(∫
Ω

|K(x, y)|qdy
) 1

q
(∫

Ω

|u(y)|pdy
) 1

p

]q

⩽
(∫

Ω

∫
Ω

|K(x, y)|qdydx
)(∫

Ω

|u(y)|pdy
) q

p

,

因此

‖Au‖Lq(Ω) ⩽
(∫

Ω

∫
Ω

|K(x, y)|qdydx
) 1

q

‖u‖Lp(Ω).

• 例 26. 设 X ,Y 是有限维线性赋范空间, e1, e2, · · · , en 是 X 的一组基,
e′1, e

′
2, · · · , e′m 是 Y 的一组基, 如果存在 n×m 阶矩阵 (aij), 使得

Aei =
m∑
j=1

aije
′
j,

对任意的 x =
n∑

i=1

xiei ∈ X , 定义

Ax =
n∑

i=1

xiAei =
n∑

i=1

m∑
j=1

xiaije
′
j,

则 A : X → Y 是有界线性算子.

证明. 对于有界性, 根据引理 (2.2.1) 得

‖Ax‖Y ⩽ C

(
n∑

i=1

|xi|2
) 1

2

⩽ C ′‖x‖

• 例 27. 设 X = Y = C([0, 1]), A =
d
dt : X → Y 是无界线性算子, 例如考虑

xn = tn, 则 ‖xn‖ = 1, 但是
∥∥∥∥dxn

dt

∥∥∥∥ = n. 但 A =
d
dt : C1([0, 1]) → C([0, 1]) 是有界
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线性算子, 其中
‖f‖C1([0,1]) = max

t∈[0,1]
|f(t)|+ max

t∈[0,1]
|f ′(t)|.

定义 3.1.2. 设 X ,Y 是线性赋范空间, D ⊂ X 是线性子空间, A : D → Y 是

线性算子, x0 ∈ D, 称 A 在 x0 点连续, 如果对任意的 {xn} ⊂ D, 且 xn → x0, 有
Axn → Ax0.

定理 3.1.1. 设 A : D → Y 是线性算子, 则下列条件等价:
(1) A 是有界的;
(2) A 在 D 上每一点都连续;
(3) A 在 D 上某一点连续.

证明. (1) =⇒ (2): 设 A 有界, 则存在 M > 0, 对任意的 x ∈ D, 有 ‖Ax‖ ⩽ M‖x‖. 对任
意的 x0 ∈ D, {xn} ⊂ D 且 xn → x0, 有

‖Axn − Ax0‖ = ‖A(xn − x0)‖ ⩽ M‖xn − x0‖ → 0.

(2) =⇒ (3): A 在 D 上每一点都连续, 则 A 在 D 上任何一点都连续. 1

(3) =⇒ (1): 不妨设 A 在原点连续, 则存在 δ > 0, 使得对任意的 ‖x‖ < δ,

‖Ax‖ = ‖Ax− A0‖ < 1.

对 x 6= 0, 注意到 δx

2‖x‖
∈ B(0, δ), 则

∥∥∥∥A( δx

2‖x‖

)∥∥∥∥ < 1 =⇒ ‖Ax‖ ⩽ 2

δ
‖x‖, ∀x ∈ D,

因此 A 有界的.

以下, 记 L(X ,Y ) 是所有从 X 到 Y 的有界线性算子, 对任意的 x ∈ X , A,B ∈
L(X ,Y ), 定义

(A+B)(x) = Ax+Bx;

1听君一席话, 如听一席话
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对任意的 x ∈ X , α ∈ K, A ∈ L(X ,Y ), 定义

(αA)(x) = α(Ax),

则 L(X ,Y ) 是 K 上的线性空间. 再对任意的 A ∈ L(X ,Y ), 定义

‖A‖ = sup
∥x∥⩽1

‖Ax‖ = sup
∥x∥=1

‖Ax‖,

则 ‖Ax‖ ⩽ ‖A‖‖x‖ 对任意的 x ∈ X 成立, ‖ · ‖ 是 L(X ,Y ) 上的一个范数, 从而可以
得到 (L(X ,Y ), ‖ · ‖) 是线性赋范空间.

定理 3.1.2. 如果 Y 是 Banach 空间, 则 L(X ,Y ) 是 Banach 空间. 进一步, 如
果 X 6= {0} 且 L(X ,Y ) 是 Banach 空间, 则 Y 是 Banach 空间.

如果 A ∈ L(X ,Y ), B ∈ L(Y ,Z ), 定义

(BA)(x) = B(Ax),

则 BA ∈ L(X ,Z ) 且 ‖BA‖ ⩽ ‖B‖ · ‖A‖, 后者是因为

‖BA‖ = sup
∥x∥=1

‖B(Ax)‖ ⩽ ‖B‖ sup
∥x∥=1

‖Ax‖ = ‖B‖ · ‖A‖.

如果 A ∈ L(X ,X ) = L(X ), 则对任意的 n ⩾ 1, An ∈ L(X ) 且 ‖An‖ ⩽ ‖A‖n.

3.2 Banach 逆算子定理及一致有界定理

设 A ∈ L(X ,Y ), 如果 A−1 存在且有界, 称 A 是有界可逆的, 或称 A 为正则算子.

定理 3.2.1. 如果 A : X → Y 是线性算子且 A−1 存在, 则 A−1 是线性的.

证明. 对任意的 y1, y2 ∈ R(A), α, β ∈ K, 存在 x1, x2 ∈ X , 使得 y1 = Ax1, y2 = Ax2. 又

A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 =⇒ A−1(αy1 + βy2) = αA−1y1 + βA−1y2,

因此 A−1 是线性的.
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定理 3.2.2. 设 A ∈ L(X ,Y ), 则 A 有界可逆 ⇐⇒ 存在 B ∈ L(Y ,X ), 使得

AB = IY , BA = IX .

定理 3.2.3. A ∈ L(X ,Y ), B ∈ L(Y ,Z ) 都有界可逆, 则 BA 是有界可逆的, 且

(BA)−1 = A−1B−1.

引理 3.2.1. 设 X ,Y 是线性赋范空间, A ∈ L(X ,Y ), R(A)是第二纲的,则存在
δ > 0, 使得对任意的 r > 0, 有

BY (0, δr) ⊂ ABX (0, r),

也即 0 是 ABX (0, 1) 的内点.

证明. 注意到 X =
∞⋃
n=1

B(0, n), 因此

R(A) =
∞⋃
n=1

AB(0, n),

由 A 是第二纲的知, 存在 n0 ⩾ 1, 使得 AB(0, n0) 在 B(y0, δ) 中稠密, 也即 B(y0, δ) ⊂
AB(0, n0). 对任意的 y ∈ Y 且 ‖y‖ < δ, y + y0, y − y0 ∈ B(y0, δ), 从而存在 xn, x

′
n ∈

B(0, n0), 使得

Axn → y + y0, Ax′
n → y0 − y.

令 yn =
x− x′

n

2
∈ B(0, n0), 则

Ayn → y =⇒ A

(
yn
n0

)
→ y

n0

.

从而 B(0, δ) ⊂ AB(0, n0). 令 η =
δ

n0

,则有 B(0, η) ⊂ AB(0, 1),此即说明 0是 ABX (0, 1)

的内点.

引理 3.2.2. X 为 Banach 空间, Y 为线性赋范空间, A ∈ L(X ,Y ) 且 R(A) 为
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第二纲的, 则存在 ε0 > 0, 使得

BY (0, ε0) ⊂ ABX (0, 1).

更一般地, ∀r > 0, 都有 B(0, rε0) ⊂ AB(0, r).

证明. 我们想要证明, 对于任意的 y ∈ B(0, ε0), 都存在 x ∈ B(0, 1), 使得 y = Ax.
根据引理 (3.2.1),取 r = 1,则存在 η使得 B(0, η) ⊂ AB(0, 1). 从而任取 y ∈ B(0, η),

存在 x1 ∈ B(0, 1), 使得 ‖y − Ax1‖ <
η

2
.

再次利用引理 (3.2.1) 的结论, 有

y − Ax1 ∈ B
(
0,

η

2

)
⊂ AB

(
0,

1

2

)
.

从而存在 x2 ∈ B

(
0,

1

2

)
, 使得 ‖y − Ax1 − Ax2‖ <

η

4
. 如此进行下去, 可以找到

xn ∈ B

(
0,

1

2n−1

)
, s.t.

∥∥∥∥∥y −
n∑

j=1

Axj

∥∥∥∥∥ <
n

2n
.

由于
∞∑
j=1

‖xj‖ <
∞∑
j=1

1

2j−1
< 2,

因此

∞∑
j=1

xj 绝对收敛. 又由于 X 为 Banach 空间, 则存在 x∗ ∈ X , 使得
∞∑
j=1

xj = x∗.

‖x∗‖ ⩽
∥∥∥∥∥x∗ −

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ ⩽ 2 +

∥∥∥∥∥x∗ −
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ .
根据极限的保不等号性, 在上式中令 n → ∞, 可知 ‖x∗‖ ⩽ 2. 而

‖y − Ax∗‖ ⩽
∥∥∥∥∥y −

n∑
j=1

Axj

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

Axj − Ax∗

∥∥∥∥∥
⩽ n

2n
+ ‖A‖ ·

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj − x∗

∥∥∥∥∥→ 0, (n → ∞).

从而我们得到了 y = Ax∗. 通过上面的推导, 我们证明了对于任意的 y ∈ B(0, η), 始终存
在 x∗ ∈ B(0, 2), 使得 y = Ax∗. 因此 B(0, η) ⊂ AB(0, 2). 对齐进行伸缩变换, 即有

B
(
0,

η

3

)
⊂ AB

(
0,

2

3

)
⊂ AB(0, 1).
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因此在最开始我们只需要取 ε0 =
η

3
即可满足要求.

定理 3.2.4 (开映射定理). 设 X 为 Banach 空间, Y 为线性赋范空间, A ∈
L(X ,Y ) 且 R(A) 为第二纲的, 则 A 为开映射, 也就是说, A 将 X 中的开集映

成 Y 中的开集.

证明. 设 O 为 X 中的开集, 我们需要证明 AO 为 Y 中的开集. 只需要证明, 对于任意
的 x ∈ O, Ax 为 AO 的内点.

由引理 (3.2.2) 知, 存在 η > 0, 使得 B(0, η) ⊂ AB(0, 1). 对其进行伸缩变换, 即可
得到 B(0, ηδ) ⊂ AB(0, δ). 再将其沿着 Ax 方向进行平移, 则有

B(Ax, ηδ) = Ax+B(0, ηδ) ⊂ Ax+ AB(0, δ) = AB(x, δ).

即 B(Ax, ηδ) ⊂ AB(x, δ) ⊂ AO. 这便说明了 Ax 为 AO 的内点. 定理得证!

定理 3.2.5 (Banach 逆算子定理). 设 X ,Y 为 Banach 空间, A ∈ L(X ,Y ) 是

一一到上a的, 则 A−1 为有界可逆的. 也就是说 A−1 ∈ L(Y ,X ).
a一一到上是指既是单射, 又是满射, 我们也称之为双射.

证明. 设 E 为 X 中的开集, 则由 Baire 纲定理, AE 为完备的度量空间, 从而为第二纲
集. 根据开映射定理, AE 为 Y 中的开集. 从而 (A−1)−1(E) = AE 为开集, 因此 A−1 连

续, 从而 A−1 有界, 定理得证.

注. 设 X 为 Banach 空间, Y 为线性赋范空间, A ∈ L(X ,Y ) 且 R(A) 为第二纲的, 则
R(A) = Y . 进一步地, 如果 A 为单射, 则 A−1 ∈ L(Y ,X ).

事实上, 根据引理 (3.2.2) 的结论, 存在 ε0 > 0, 使得 B(0, ε0) ⊂ AB(0, 1). 从而
∀y 6= 0 且 y ∈ Y , 有

ε0y

2‖y‖
∈ B(0, ε0) ⊂ AB(0, 1).

从而存在 x0 ∈ B(0, 1), 使得 Ax0 =
ε0y

2‖y‖
, 则 y = A

(
2‖y‖
ε0

· x0

)
. 因此令 x =

2‖y‖
ε0

x0,

则 Ax = y. 从而 R(A) = Y 且 ‖x‖ ⩽ 2‖y‖
ε0

.
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定理 3.2.6 (等价范数定理). 设 ‖ · ‖1 和 ‖ · ‖2 均为线性赋范空间 X 上的两个范

数, 如果 X 在两个范数下都构成 Banach空间且 ‖·‖1 强于 ‖·‖2, 则存在 M > 0,
使得

‖x‖1 ⩽ M · ‖x‖2, ∀x ∈ X .

亦即范数 ‖ · ‖1 与 ‖ · ‖2 等价.

证明. 由于 ‖ · ‖1 强于 ‖ · ‖2, 则存在 c > 0, 使得

‖x‖2 ⩽ c · ‖x‖1, ∀x ∈ X .

构造恒等映射 Id : (X , ‖ · ‖1) → (X , ‖ · ‖2), 则其为有界线性算子, 即 Id ∈ L
(
(X , ‖ ·

‖1), (X , ‖ · ‖2)
)
, 且为一一到上的, 因此根据 Banach 逆算子定理,

(Id)−1 = Id : (X , ‖ · ‖2) → (X , ‖ · ‖1)

也为有界的, 因此存在 M > 0, 使得对于任意的 x ∈ X , ‖x‖1 ⩽ M · ‖x‖2.

定理 3.2.7 (闭图像定理). 设 X ,Y 均为 Banach 空间, A : X → Y 为线性算

子. 称 A 为闭算子, 如果 A 的图像

G(A) = {(x,Ax) : x ∈ X }

为 X × Y 中的闭集, 其中 X × Y 上的范数定义为

‖(x, y)‖X ×Y = ‖x‖X + ‖y‖Y , ∀x ∈ X , y ∈ Y .

则在 X 上处处有定义的闭算子 A 必有界, 即 A ∈ L(X ,Y ).

证明. 根据我们熟知的结论, 当 X ,Y 均为 Banach 空间时, X ×Y 也为 Banach 空间.
由于 G(A) 为 X × Y 中的闭集, 因此 G(A) 也为 Banach 空间.

∀(x,Ax) ∈ G(A), 定义投影算子

T [(x,Ax)] = x,

则 T : G(A) → X 为线性满射, 且 T [(x,Ax)] = 0 当且仅当 x = 0, 此时 Ax = 0. 故可
以推出 T 为单射, 从而 T 为一一到上的. 根据 Banach逆算子定理, T−1 ∈ L(X , G(A)),
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也就是说, 存在 M > 0, 使得 ∀x ∈ X ,

‖Ax‖ ⩽ ‖x‖+ ‖Ax‖ = ‖(x,Ax)‖ = ‖T−1(x)‖ ⩽ M‖x‖.2

引理 3.2.3. 设 X ,Y 是线性赋范空间, A : X → Y 是一一到上的有界线性算

子, 则 G(A−1) 是 Y ×X 中的闭集, 也即 A−1 是闭算子. 进一步, 如果 X ,Y 是

Banach 空间, 则 A−1 ∈ L(Y ,X ).

定理 3.2.8 (共鸣定理或一致有界定理). 设 X 是 Banach 空间, Y 是线性赋范

空间, {Aλ}λ∈Λ ⊂ L(X ,Y ), 且对任意的 x ∈ X , 有 sup
λ∈Λ

‖Aλx‖ < +∞, 其中 Λ 是

指标集. 则 {‖Aλ‖, λ ∈ Λ} 有界, 也即 sup
λ∈Λ

‖Aλ‖ < +∞.

证明. 注意到

sup
λ∈Λ

‖Aλ‖ < +∞ ⇐⇒ ∃M > 0, s.t. sup
λ∈Λ

‖Aλ‖ < M

⇐⇒ sup
λ∈Λ

‖Aλx‖ ⩽ M‖x‖, ∀x ∈ X .

(1) 令 ‖x‖1 = ‖x‖ + sup
λ∈Λ

‖Aλx‖, ∀x ∈ X . 则可以验证 (X , ‖ · ‖1) 是 Banach 空间,

且 ‖x‖1 ⩾ ‖x‖. 由等价范数定理即可证明该定理.
(2) 定义 p : X → R, p(x) = sup

λ∈Λ
‖Aλx‖, ∀x ∈ X . 则可以验证 p 是 X 上的半范数,

且对任意的 M > 0, 有

{x ∈ X |p(x) ⩽ M} =
⋂
λ∈Λ

{x ∈ X |‖Aλx‖ ⩽ M}.

根据 {x ∈ X |‖Aλx‖ ⩽ M} 是闭集, 还可以得知 {x ∈ X |p(x) ⩽ M} 是闭集. 接下来,
由条件知, 对任意的 x ∈ X , 有 sup

λ∈Λ
‖Aλx‖ < +∞, 从而存在 k ⩾ 1, 使得 p(x) ⩽ k. 从而

X =
∞⋃
k=1

{x ∈ X |p(x) ⩽ k}.

由 Baire纲定理及X 的完备性,存在 k0 ⩾ 1及某个球 B(x0, δ),使得 {x ∈ X |p(x) ⩽ k0}
在 B(x0, δ) 中稠密, 也即

B(x0, δ) ⊂ {x ∈ X |p(x) ⩽ k0} = {x ∈ X |p(x) ⩽ k0}.
2通过此式可以看出, 当我们将 X × Y 上的范数定义为 ‖(x, y)‖X ×Y = max{‖x‖X , ‖y‖Y } 时, 也能

通过不等放缩得到相同的结论.
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对任意的 x ∈ B(0, δ), x+ x0 ∈ B(x0, δ), 从而 p(x+ x0) ⩽ k, 又由 p 是半范数得

p(x) ⩽ p(x+ x0) + p(−x0) = p(x+ x0) + p(x0) ⩽ 2k0.

最后, 对任意的 x ∈ X , x 6= 0, 2x

δ‖x‖
∈ B(0, δ), 从而

p

(
δx

2‖x‖

)
=

δ

2‖x‖
· p(x) ⩽ 2k0,

据此得到 p(x) = sup
λ∈Λ

‖Aλx‖ ⩽ 4k0
δ

· ‖x‖, 这便说明了定理成立.

• 例 28. 设 X 是线性赋范空间, {xα}α∈Λ ⊂ X. 如果对任意的 f ∈ X ∗, 存在
Mf < +∞, 使得 sup

α∈Λ
|f(xα)| < Mf , 则 sup

α∈Λ
‖xα‖ < +∞.

证明. 考虑典型映射 τ , 由 f(xα) = τ(xα)(f),

‖τ(xα)‖ = ‖xα‖,

且 X ∗ 是 Banach 空间, 应用共鸣定理即可.

推论 3.2.1. 如果 xn ⇀ x, 则 sup
n⩾1

‖xn‖ < +∞.

定理 3.2.9. 设 X 是 Banach 空间, Y 是线性赋范空间, M ⊂ X 在 X 中稠密,
{An} ⊂ L(X ,Y ), 则对任意的 x ∈ X , Anx → Ax 当且仅当

(1) sup
n⩾1

‖An‖ < +∞;

(2) 对任意的 x ∈ M , 有 Anx → Ax.

证明. 对 x ∈ X , 存在 y ∈ M , y → x. 从而

‖Anx− Ax‖ ⩽ ‖Anx− Any‖+ ‖Any − Ay‖+ ‖Ay − Ax‖

⩽ (‖An‖+ ‖A‖) · ‖x− y‖+ ‖Ayn − Ay‖ → 0,

从而 Anx → Ax.

对于弱收敛和弱 * 收敛, 也有类似的结论.
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3.3 Banach 共轭算子

首先考虑有限维空间的情形. 对于矩阵 A ∈ Rn×n, 我们知道:

• {y ∈ Rn|y = Ax,x ∈ Rn} 是 A 的列向量张成的子空间;

• {x ∈ Rn|ATx = 0} 是 A 的列向量张成的子空间的正交补空间.

从而, Ax = y 有解 ⇐⇒ 对任意的满足 ATx = 0 的 x, 有 (x,y) = 0.
设 X 是 n 维线性空间, e1, e2, · · · , en 是 X 的一组基, 由 Hahn-Banach 定理的推

论知, 存在 f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗, 使得对任意的 1 ⩽ i, j ⩽ n, 有

fi(ej) = δij,

且 f1, f2, · · · , fn 是 X ∗ 的一组基. 假设线性算子 A : X → X 在 e1, e2, · · · , e2 下, 可
以表示为

A(e1, e2, · · · , en) = (e1, e2, · · · , en)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

 ,

也即 Aej =
n∑

k=1

akjek, ∀1 ⩽ j ⩽ n. 定义 A′ : X ∗ → X ∗, 在基 f1, f2, · · · , fn 上有

(A′fi)(ej) = fi(Aej) = fi

(
n∑

k=1

akjek

)
= aij.

从而

A′fj =
n∑

i=1

(A′fj)(ei)fi =
n∑

i=1

ajifi,

可以将上式写成

A′(f1, f2, · · · , fn) = (f1, f2, · · · , fn)


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
... ... . . . ...

a1n a2n · · · ann

 ,

并且发现上面的矩阵发生了转置. 为了将转置推广到一般的线性算子上, 我们有如下定
义.
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定义 3.3.1. 设 X ,Y 是线性赋范空间, A ∈ L(X ,Y ). 对任意的 y∗ ∈ Y ∗ 及对

任意的 x ∈ X , 定义 A′ : Y ∗ → X ∗ 为

(A′y∗)(x) = y∗(Ax),

则 A′ 是线性算子, 称 A′ 为 A 的 Banach 共轭算子.

定理 3.3.1. 设 X ,Y ,Z 是线性赋范空间, 则
(1) 对任意的 α, β ∈ K, A,B ∈ L(X ,Y ), 有 (αA+ βB)′ = αA′ + βB′;
(2) 设 A ∈ L(X ,Y ), 则 A′ ∈ L(Y ∗,X ∗), 且 ‖A′‖ = ‖A‖;
(3) (IdX )′ = IdX ∗;
(4) 设 A ∈ L(X ,Y ), B ∈ L(Y ,Z ), 则 (BA)′ = A′B′;
(5) 设 A ∈ L(X ,Y ) 有界可逆, 则 A′ 也有界可逆, 且 (A′)−1 = (A−1)′;
(6) 设 A ∈ L(X ,Y ), 则 A′′ 是 A 的延拓或扩张, 也即对任意的 x ∈ X , 有

A′′(τ(x)) = τ1(Ax), 其中 τ : x → x∗∗, τ1 : Y → Y ∗∗ 是典型映射.

证明. 节选部分进行证明.
(2) 计算得

‖A′‖ = sup
∥y∗∥⩽1

‖A′y∗‖ = sup
∥y∗∥⩽1

sup
∥x∥⩽1

|(A′y∗)(x)|

= sup
∥x∥⩽1

sup
∥y∗∥⩽1

|y∗(Ax)| = sup
∥x∥⩽1

‖Ax‖ = ‖A‖.

在这里用到了 ‖x‖ = sup
∥f∥⩽1

|f(x)|.

(3) 对任意的 x∗ ∈ X ∗, x ∈ X , 有

(Id′
X x∗)(x) = x∗(IdX x) = x∗(x),

因此

Id′
X x∗ = x∗ = IdX ∗x∗, ∀x ∈ X ∗.

这便说明了 (IdX )′ = IdX ∗ .
(4) 对任意的 z∗ ∈ Z∗, x ∈ X , 有

[(BA)′(z∗)](x) = z∗(BAx) = B′z∗(Ax) = (A′B′z∗)(x),

因此 (BA)′ = A′B′.
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(5) A 有界可逆 ⇐⇒ 存在 A−1 ∈ L(Y ,X ), 使得

AA−1 = IdY ,

A−1A = IdX .

从而 (AA−1)′ = (A−1)′A′ = (IdY )′ = IdY ∗ ,

(A−1A)′ = A′(A−1)′ = (IdX )′ = IdX ∗ ,

3.4 有界线性算子的谱

定义 3.4.1. 设 X 是复数域 C 上的 Banach 空间, A ∈ L(X ), 称

ρ(A) = {λ ∈ C|λI − A是一一到上的}

为 A的预解集或正则集. 称 λ ∈ ρ(A)为 A的正则点. 称 (λI−A)−1 为 A的预解

式,记为 R(λ,A). a 称 σ(A) = C\ρ(A)为 A的谱集. 如果存在 x ∈ X \{0},使得
(λI − A)x = 0, 也即 Ax = λx, 称 λ 是 A 的特征值, x 称为对应于 λ 的特征向量.
称 A的所有特征值所构成的集合为 A的点谱,记为 σp(A). b 若 R(λI − A) = X ,
称 λ 是 A 的连续谱点. 若 R(λI − A) 6= X , 称 λ 是 A 的剩余谱点. 连续谱集记
为 σc(A), 剩余谱集记为 σr(A).

a若对任意的 y ∈ X , (λI −A)x = y 存在唯一解 x ∈ X , 则 λ ∈ ρ(A) 且 x = R(λ,A)y.
b如果 λ ∈ σ(A) \ σp(A), 则 λI −A 是单射, 但不是满射, 也即 R(λI −A) 6= X .

从而, 我们将 C 分成了: C = ρ(A) ∪ σ(A) = ρ(A) ∪ σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A).

λI − A



不单:λ ∈ σp(A),

单:


满:λ ∈ ρ(A),

不满:

R(λI − A) 稠:λ ∈ σc(A),

R(λI − A) 不稠: λ ∈ σr(A).84
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• 例 29. X = {x ∈ C2([0, 1])|x(0) = x(1), x′(0) = x′(1)}, A = − d2

dt2 , 求 σp(A).

解. 根据 
−x′′ = λx,

x(0) = x(1),

x′(0) = x′(1),

可以得到 λ > 0, 以及 x(t) = c1 cos
√
λt + c2 sin

√
λt = {sin(2nπt), cos(2nπt)}, 从而

σp(A) = {(2nπ)2}n⩾0. ■

• 例 30. X = C2([0, 1]), A : X → X , (Ax)(t) = tx(t), 求 ρ(A), σp(A), σc(A),
σr(A).

解. 首先设
(λI − A)x(t) = (λ− t)x(t) = y,

对任意的 λ /∈ [0, 1], 1

λ− t
存在且有界, 因此对任意的 y ∈ X , x(t) = y(t)

λ− t
∈ X 是使得

(λI − A)x = y 成立的唯一解, 此即说明 [0, 1]C ⊂ ρ(A).
接下来, 如果 (λI − A)x = 0, 也即 (λ − t)x(t) = 0, 由 x ∈ C([0, 1]) 知 x = 0, 故对

任意的 λ ∈ C, λI − A 是单射, 从而 σp(A) = ∅.
对任意的 λ ∈ [0, 1], 如果存在 x ∈ X , 使得

(λI − A)x = y ⇐⇒ (λ− t)x(t) = y(t),

则 y(λ) = 0, 从而 1 /∈ R(λI − A), 从而 R(λI − A) 6= X, 这便说明了如果 λ ∈ [0, 1], 则
λ /∈ ρ(A), 从而 ρ(A) = [0, 1]C .

根据上面的过程知 1 ∈ X 但是 1 /∈ R(λI − A), 因此 R(λI − A) 6= X , 故 σc(A) =

∅, σr(A) = [0, 1]. ■

• 例 31. 设 X 是 n 维线性赋范空间, A ∈ L(X ), 则 σ(A) = σp(A).

证明. 根据 σp(A) ⊂ σ(A) 知, 只要证明 σ(A) ⊂ σp(A), 或 σc(A) + σr(A) = ∅. 任取
λ ∈ C \ σp(A), 则 λI − A 是单射, 接下来说明它还是满射: 设 e1, e2, · · · , en 是 X 的一
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组基, 则 (λI −A)e1, (λI −A)e2, · · · , (λI −A)en 是 R(λI −A) 的一组基, 且它们是线性
无关的, 从而 dimR(λI − A) = n, 又 R(λI − A) ⊂ X , 故 R(λI − A) = X , 此即说明
λI − A 是满射. 从而 λ ∈ ρ(A), 此即说明 σp(A) = σ(A).

定理 3.4.1. 设 X 是 Banach 空间, A ∈ L(X ) 且 ‖A‖ < 1, 则 (I − A) 是有界

可逆的且 ‖(I − A)−1‖ ⩽ 1

1− ‖A‖
.

证明. 只需证明: 对任意的 y ∈ X , 存在唯一的 x ∈ X , 使得 (I − A)x = y ⇐⇒ x =

Ax+ y. 令 Sx = Ax+ y, 则对任意的 x1, x2 ∈ X , 有

‖Sx1 − Sx2‖ = ‖Ax1 − Ax2‖ ⩽ ‖A‖ · ‖x1 − x2‖,

故 S 是 X 上的严格压缩映射, 由 Banach 压缩映像原理知, 存在唯一的 x ∈ X , 使得
Sx = x = Ax + y, 即 x− Ax = y, 从而 I − A 是一一到上的, 由 Banach 逆算子定理知
I − A 是有界可逆的, 且 x = (I − A)−1y. 接下来, 根据

‖x‖ = ‖Ax+ y‖ ⩽ ‖Ax‖+ ‖y‖ ⩽ ‖A‖‖x‖+ ‖y‖,

得

‖(I − A)−1y‖ = ‖x‖ ⩽ ‖y‖
1− ‖A‖

, ∀y ∈ X ,

对上式左边取上确界即可得 ‖(I − A)−1‖ ⩽ 1

1− ‖A‖
.

定理 3.4.2. 设 X 是 Banach 空间, A ∈ L(X ), 则
(1) ρ(A) 是 C 上的非空开集, σ(A) 是 C 中的闭集;
(2) A−1 是 A 的连续函数;
(3) L(X ) 中所有有界可逆算子所构成的集合是 L(X ) 中的开集.

推论 3.4.1. 设 X 是 Banach 空间, A ∈ L(X ), 如果 |λ| > ‖A‖, 则 λI − A 是有

界可逆的, 也即 λ ∈ ρ(A).

证明. 只需注意到 (λI − A) = λ ·
(
I − A

λ

)
, 其中

∥∥∥∥Aλ
∥∥∥∥ < 1.
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引理 3.4.1. 设 X 是 Banach 空间, A ∈ L(X ), 则 lim
n→∞

‖An‖
1
n 存在且等于

inf
n⩾1

‖An‖
1
n . 记上式为 r(A).

证明. 由 ‖An‖ 1
n ⩾ 0 知 inf

n⩾1
‖An‖

1
n 存在, 下面只需证明

lim sup
n→∞

‖An‖
1
n ⩽ r(A).

对任意的 ε > 0, 存在 n0 ⩾ 1, 使得

‖An0‖ ⩽ (r(A) + ε)n.

又根据带余除法, 对任意的 n ⩾ n0, 存在 p ⩾ 1, r ∈ [0, n0), 使得 n = pn0 + r, 从而

‖An‖ = ‖Apn0+r‖ ⩽ ‖An0‖p · ‖Ar‖ ⩽ (r(A) + ε)pn0 · ‖Ar‖.

从而

‖An‖
1
n ⩽ (r(A) + ε)

pn0
n · ‖Ar‖

1
n ,

对上式取上极限得

lim sup
n→∞

‖An‖
1
n ⩽ r(A) + ε,

由 ε 的任意性得 lim sup
n→∞

‖An‖
1
n ⩽ r(A).

定理 3.4.3. X 是 C 上的 Banach 空间, A ∈ L(X ). 则当

|λ| > r(A) = lim
n→∞

‖An‖
1
n

时, λ ∈ ρ(A) 且 (λI − A)−1 =
∞∑
j=0

Aj

λj+1
. 其中

∞∑
j=0

Aj+1

λj+1
为有界线性算子 Sm =

m∑
j=0

Aj

λj+1
按照算子范数定义的极限.

证明. (1) 证明
∞∑
j=0

Aj

λj+1
∈ L(X ).

根据我们之前的结论, 当 X 为 Banach 空间时, L(X ) 也为 Banach 空间. 从而要

证明
∞∑
j=0

Aj

λj+1
在 L(X ) 中收敛, 只需要证明

∞∑
j=0

Aj

λj+1
绝对收敛, 即证

∞∑
j=0

∥∥∥∥ Aj

λj+1

∥∥∥∥ 收敛.
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令 ε0 = |λ| − r(A) > 0, 则根据 r(A) 的定义知, 存在 n0 ⩾ 1, 使得当 n ⩾ n0 时,

‖An‖
1
n < r(A) +

ε0
2
, i.e.

∣∣∣‖An‖
1
n − r(A)

∣∣∣ < ε0
2
.

从而

∞∑
j=0

∥∥∥∥ Aj

λj+1

∥∥∥∥ =

n0−1∑
j=0

∥∥∥∥ Aj

λj+1

∥∥∥∥+ ∞∑
j=n0

∥∥∥∥ Aj

λj+1

∥∥∥∥
⩽

n0−1∑
j=0

∥∥∥∥ Aj

λj+1

∥∥∥∥+ ∞∑
j=n0

(
r(A) + ε0

2

)j
(r(A) + ε0)

j+1 < ∞.

上式中最后一个小于号的原因是第一项为有限项求和, 而第二项为公比小于 1 的等比级

数. 因此
∞∑
j=0

Aj

λj+1
在 L(X ) 中收敛. 从而存在 B ∈ L(X ) , 使得 B =

∞∑
j=0

Aj

λj+1
.

(2) 证明 (λI − A)B = B(λI − A) = I.

一方面,

(λI − A)B = (λI − A)
∞∑
j=0

Aj

λj+1
=

∞∑
j=0

Aj

λj
−

∞∑
j=0

Aj+1

λj+1
= I;

类似地, 可以证明 B(λI − A) = I. 从而综合两方面,

(λI − A)−1 = B =
∞∑
j=0

Aj

λj+1
.

推论 3.4.2. 设 X 为 C 上的 Banach 空间, A ∈ L(X ), 则 σ(A) 为 C 上的有界

闭集, 且
sup

λ∈σ(A)

|λ| = max
λ∈σ(A)

|λ| ⩽ r(A),

并称 sup
λ∈r(A)

为 A 的谱半径.

定理 3.4.4. 设 X 为 C 上的 Banach 空间, A ∈ L(X ). 对任意的 λ0 ∈ ρ(A), 记

rλ0 = lim
n→∞

‖(λ0I − A)−n‖
1
n .
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则当 ‖λ− λ0‖ ⩽ r−1
λ0
时, λ ∈ ρ(A) 且

(λI − A)−1 =
∞∑
j=0

(−1)j(λ− λ0)
j(λ0I − A)−(j+1).

其中
∞∑
j=0

(−1)j(λ− λ0)
j(λ0I − A)−(j+1) 为按照算子范数定义的极限.

证明. 注意到

λI − A = (λ− λ0)I + (λ0I − A) = (λ0I − A)[I + (λ− λ0)(λ0I − A)−1].

则令 B = −(λ − λ0)(λ0I − A)−1 时, 有 λI − A = (λ0I − A)(I − B). 而 λ ∈ ρ(A) ⇐⇒
1 ∈ ρ(B), 从而

r(B) = lim
n→∞

‖Bn‖
1
n = lim

n→∞

∥∥(−1)n(λ− λ0)
n(λ0I − A)−n

∥∥ 1
n

= |λ− λ0| lim
n→∞

∥∥(λ0I − A)−n
∥∥ 1

n

= |λ− λ0| · rλ0 < 1.

从而由定理 (3.4.3) 知, 1 ∈ ρ(B) 且

(I − B)−1 =
∞∑
j=0

Bj =
∞∑
j=0

(−1)j(λ− λ0)
j(λ0I − A)−j.

从而

(λI − A)−1 = (I − B)−1(λ0I − A)−1 =
∞∑
j=0

(I − B)−1(λ0I − A)−1

=
∞∑
j=0

(−1)j(λ− λ0)
j(λ0I − A)−(j+1).

定理 3.4.5. 设X 是 C上的 Banach空间, A ∈ L(X ). 则对任意的 f ∈ (L(X ))∗,
有 f ((λI − A)−1) 关于 λ 在 ρ(A) 上解析a.

a根据我们在复分析中所学内容, 函数在某个区域内解析当且仅当其在该区域内任一邻域内可
以展开成 Taylor 级数的形式.
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证明. 根据定理 (3.4.4) 的结论, ∀λ0 ∈ ρ(A), 存在 rλ0 = lim
n→∞

‖(λ0I − A)−n‖
1
n , 使得当

|λ− λ0| <
1

rλ0

时, 有 λ ∈ ρ(A) 且

(λI − A)−1 =
∞∑
j=0

(−1)j(λ− λ0)
j(λ0I − A)−(j+1).

令 Sm =
∑m

j=0(−1)j(λ− λ0)
j(λ0I − A)−(j+1). 从而任取 f ∈ ((λI − A)−1)∗,

f((λI − A)−1) = f
(
lim

m→∞
Sm

)
= lim

m→∞
f(Sm)

= lim
m→∞

m∑
j=0

(−1)j(λ− λ0)
jf
(
(λ0I − A)−(j+1)

)
=

∞∑
j=0

(−1)j(λ− λ0)
−(j+1).

由 λ0 的任意性知, f((λI − A)−1) 关于 λ 在 ρ(A) 上解析.

定理 3.4.6. 设 X 为 C 上的 Banach 空间, A ∈ L(X ), 则 sup
λ∈σ(A)

|λ| = r(A).

证明. 由于 r(A) ⩾ sup
λ∈σ(A)

|λ| 是显然的, 因此我们只需证明 a = sup
λ∈σ(A)

|λ| ⩾ r(A).

∀λ ∈ C 且 |λ| > r(A), 有 λ ∈ ρ(A) 且 (λI − A)−1 =
∞∑
j=0

Aj

λj+1
. 从而 ∀f ∈ (L(X ))∗,

有 f ((λI − A)−1) =
∞∑
j=0

f(Aj)

λj+1
. 则 a = sup

λ∈σ(A)

|λ|, 故 ∀ε > 0, 有 a + ε ∈ ρ(A). 因此

∞∑
j=0

f(Aj)

λj+1
收敛. 从而 ∀f ∈ (L(X ))∗, 存在 Mf > 0, 使得

∣∣∣∣ f(Aj)

(a+ ε)j+1

∣∣∣∣ ⩽ Mf , ∀j ⩾ 0.

由共鸣定理 (3.2.8) 知, 存在 M > 0, 使得 ∀j ⩾ 1, 有∥∥∥∥ Aj

(a+ ε)j+1

∥∥∥∥ ⩽ M.

因此有 ‖Aj‖ ⩽ M · (a+ ε)j+1, 即

‖Aj‖
1
j ⩽ (M(a+ ε))

1
j (a+ ε).

令 j → ∞, 则有 r(A) ⩽ a+ ε, 再令 ε → 0, 即有 r(A) ⩽ a.
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• 例 32. 设 X = C([0, 1]), 令 Ax(t) =

∫ t

0

x(s)ds. 求 r(A).

解. 根据我们熟知的结论,
|Anx(t)| ⩽ tn

n!
‖x‖.

特别地, 当 t = 1 时, |Anx(t)| ⩽ ‖x‖
n!

, 因此有 ‖An‖ ⩽ 1

n!
. 再结合 n! ⩾ n

n
2 , 则有

‖An‖ 1
n ⩽ 1√

n
, 因此 r(A) = 0. ■

在上述例题中, 我们还能进一步地得到, 由于 1 /∈ R(A), 因此 0 /∈ σc(A); 当 Ax(t) =

λx(t) 时, 有 λ = 0, 从而 0 /∈ σp(A). 因此可以确定 0 ∈ σr(A).

定理 3.4.7. 设 X 6= {0} 为 C 上的 Banach 空间, A ∈ L(X ), 则 σ(A) 6= ∅.

证明. 若 σ(A) = ∅, 则 r(A) = 0 且 σ(A) = C. 从而 ∀λ 6= 0, 有 λ ∈ ρ(A) 且

(λI − A)−1 =
∞∑
j=0

f(Aj)

λj+1
.

特别地, 当 |λ| > ‖A‖ 时, 有

‖(λI − A)−1‖ =

∥∥∥∥∥λ−1

(
I − A

λ

)−1
∥∥∥∥∥ =

1

|λ|

∥∥∥∥∥
(
I − A

λ

)−1
∥∥∥∥∥ ⩽ 1

|λ|
· 1

1− ‖A
λ
‖
=

1

|λ| − ‖A‖
.

从而 ∀f ∈ (L(X ))∗, 当 |λ| > ‖A‖ 时,∣∣f ((λI − A)−1
)∣∣ ⩽ ‖f‖ ·

∥∥(λI − A)−1
∥∥ ⩽ ‖f‖

|λ| − ‖A‖
.

因此当 |λ| → ∞ 时, f((λI −A)−1) → 0. 又由于 f((λI −A)−1) 在 ρ(A) = C 上解析, 因
此根据 Liouville 定理3,

f((λI − A)−1) ≡ 0, ∀f ∈ (L(X ))∗.

从而

f((λI − A)−1) =
∞∑
j=0

f(Aj)

λj+1
=

f(I)

λ
+

∞∑
j=1

f(Aj)

λj+1
.

由 Hahn-Banach定理的推论,存在 f0 ∈ (L(X ))∗,使得 f0(I) 6= 0. 因此 f0((λI−A)−1) 6=
0, 这与假设矛盾. 因此 σ(A) 6= ∅.

3根据我们复分析中所学知识, Liouville 定理是指, 有界的整函数必为常函数.
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定理 3.4.8. 设 X 为 C 上的 Banach 空间, A ∈ L(X ), A′ 为 A 的 Banach 共轭
算子, 则 σ(A) = σ(A′), ρ(A) = ρ(A′), 且当 λ ∈ ρ(A) 时, 有

[
(λI − A)−1

]′
= (λI − A′)−1.

证明. ∀λ ∈ ρ(A), 则根据定义, (λI − A) 为有界可逆的. 从而

(λI − A)−1(λI − A) = (λI − A)(λI − A)−1 = I.

同时求两边的 Banach 共轭算子, 得

(λI − A)′
[
(λI − A)−1

]′
=
[
(λI − A)−1

]′
(λI − A)′ = IX ∗ .

=⇒ (λIX ∗ − A)′
[
(λI − A)−1

]′
=
[
(λI − A)−1

]′
(λIX ∗ − A)′ = IX ∗ .

由于 [(λI − A)−1]
′ ∈ L(X ∗), λ ∈ ρ(A′) 且 (λIX ∗ − A)−1 = [(λI − A)−1]

′, 从而 ρ(A) ⊂
ρ(A′).

下面证明 ρ(A′) ⊂ ρ(A). ∀λ ∈ ρ(A′), 根据已经证明的结论, 我们知道 λ ∈ ρ(A′′), 从
而 N(λIX ∗ − A∗∗) = {0}. 从而如果 x ∈ X 使得 λx− Ax = 0, 则有 τ(λI − Ax) = 0.

∀y∗ ∈ X ∗,

τ(λx− Ax)(y∗) = y∗(λx− Ax) = λI ′y∗(x)− (A′y∗)(x)

= λy∗(x)− A′y∗(x) = λτ(x)(y∗)− τ(x)(A′y∗)

= λI ′τ(x)(y∗)− A′′τ(x)(y∗∗).

从而 ∀y∗ ∈ X ∗, τ(Ax)(y∗) = [A′′(τ(x))] (y∗), 由此可以推出 τ(Ax) = A′′τ(x). 而当

0 = τ(λx− Ax) = λτ(x)− τ(Ax) = λτ(x)− A′′τ(x) = (λIX ∗∗ − A∗∗)τ(x)

时, 有且仅有 τ(x) = 0, 从而 x = 0. 因此 (λI − A) 是一一的.
下面证明 (λI − A) 是映上的, 即证明对于 y ∈ R(A), ∀f ∈ N(A′), 都有 f(y) = 0.
取 λ ∈ ρ(A′), 则 N(λI − A′) = {0}. 结合 ∀f ∈ N(A) 有 f(y) = 0 知, R(λI − A) =

X . 从而 ∀y ∈ X , ∃xn ∈ X , 使得

λxn − Axn → y, (n → ∞). (3.1)

因此 {λxn −Axn} 为 X 中的 Cauchy 列, 从而 {τλxn − Axn} 为 X ∗∗ 中的 Cauchy 列,
进而 {τ(xn)} 为 X ∗∗ 中的 Cauchy 列.
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对于 λ ∈ ρ(A′′), (λI − A′′)−1 有界, 从而

‖τ(xn)− τ(xm)‖ = ‖(λI − A′′)−1(λI − A′′)(τ(xn)− τ(xm))‖

⩽ ‖(λI − A′′)−1‖ · ‖(λI − A′′)(τ(xn))− (λI − A′′)(τ(xm))‖.

因此 {xn} 为 X 中的 Cauchy 列. 而 X 完备, 从而存在 x0 ∈ X , 使得 xn → x0. 因此
λxn − Axn → λx0 − Ax0. 结合 (3.1) 的极限关系, 可以得到

y = λx0 − Ax0.

因此有 R(λI − A) = X . 故 (λI − A) 是到上的. 于是有 λ ∈ ρ(A). 定理得证.

3.5 紧算子的基本性质

定义 3.5.1. 设 X ,Y 为 C 上的线性赋范空间, A : X → Y 是线性算子. 如果 A

将 X 中的有界集映成 Y 中的列紧集, 则称 A 为紧算子. 记从 X 到 Y 的所有

紧算子的全体为 C(X ,Y ).

注. (1) 关于上述定义的紧算子, 有如下等价定义: 若 A 将 X 中的单位球映成 Y 中

的列紧集, 则 A 为紧算子; 或对于 X 中任意的有界点列 {xn}, 有 {Axn} 在 Y 中列紧.
(2) 如果 A ∈ C(X ,Y ), 则 A ∈ L(X ,Y ). 从而有 C(X ,Y ) ⊂ L(X ,Y ).

• 例 33. 设 Ω ⊂ Rn 为有界闭集, K 为 Ω × Ω 上的连续函数. 定义 A : C(Ω) →
C(Ω):

(Au)(x) =

∫
Ω

K(x, y)u(y)dy, ∀u ∈ C(Ω).

则 A 为紧算子.

• 例 34. 设 X = ℓ2, 则 X 上的单位算子 A = I 非紧算子.

证明. 设

en = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · ), n ∈ N∗.

第 n 位
↓
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从而对于 m 6= n, ‖em − en‖ =
√
2. 因此 {xn} 无收敛子列, 故 A 非紧算子.

另证. 设 X 中单位球为 B(0, 1), 则 IB(0, 1) = B(0, 1). 根据 Riesz 引理的推论 (2.2.8),
由于 ℓ2 是无穷维的, 因此其中的单位球 B(0, 1) 不是列紧的. 故 A 不为紧算子.

根据上述例题我们可以得出, 无穷维线性赋范空间中的单位算子非紧算子.
此外, ∀α, β ∈ K,

A,B ∈ C(X ,Y ) =⇒ αA+ βB ∈ C(X ,Y ).

从而有 C(X ,Y ) 为 L(X ,Y ) 的线性子空间.

定理 3.5.1. 设 X 为线性赋范空间, Y 为 Banach 空间. {An}∞n=1 ⊂ C(X ,Y ),
A ∈ L(X ,Y ) 且 ‖An − A‖L(X ,Y ) → 0, 则 A ∈ C(X ,Y ), 从而 C(X ,Y ) 是

L(X ,Y ) 中的闭线性子空间.

证明. 根据定义, 由于 An ∈ C(X ,Y ), 则对任意的 X 中有界集 B, An(B) 在 Y 中列

紧. 又 Y 为 Banach 空间, 因此 An(B) 在 Y 中完全有界. 从而 ∀ε > 0, 存在 An(B) 的

有限
ε

3
-网, 记作 Anx1, Anx2, · · · , Anxm(n), 其中 x1, x2, · · · , xm(n) ∈ B. 从而 ∀x ∈ B, 存

在 1 ⩽ k(n) ⩽ m(n), 使得
‖Anx− Anxk(n)‖ ⩽ ε

3
.

另一方面, 设 B 有上界 L, 从而对于上述 ε, 存在 n0 ∈ N∗, 使得

‖An0 − A‖L(X ,Y) <
ε

3L
.

因此, ∀x ∈ B, ∀A ∈ L(X ,Y ), 取 xi = xk(n), 则有

‖Ax− Axi‖ ⩽ ‖Ax− An0x‖+ ‖An0x− An0xi‖+ ‖An0xi − Axi‖

⩽ ‖An0 − A‖L(X ,Y ) · ‖x+ xi‖+ ‖An0x− An0xi‖

<
ε

3L
· 2L+

ε

3
= ε.

故 A ∈ C(X ,Y ). 定理得证.

定义 3.5.2. 设 X ,Y 为线性赋范空间, A : X → Y 是线性算子. 如果 R(A) 是

有限维的, 则称 A 是有限秩算子.
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根据之前的结论显然有, 如果 A ∈ L(X ,Y ) 是有限秩算子, 则 A ∈ C(X ,Y ).

• 例 35. 设 X = ℓ2, ∀x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ X , 定义 T : X → X 为

Tx =
(
x1,

x2

2
, · · · , xn

n
, · · ·

)
.

则 T ∈ C(X ).

定义 3.5.3. 设 X ,Y 是线性赋范空间, 称 A ∈ L(X ,Y ) 是全连续的, 如果 A 将

X 中弱收敛的点列映为 Y 中强收敛的点列. 即如果 xn ⇀ x, 则 Axn → Ax.

在这里指出, 如果 xn ⇀ x, A ∈ L(X ,Y ), 则 Axn ⇀ Ax. 这是因为

y∗(Axn) = (A′y∗)(xn) → (A′y∗)(x) = y∗(Ax),

其中 A′ ∈ L(Y ∗,X ∗), A′y∗ ∈ X ∗.

定理 3.5.2. 设 X ,Y 是线性赋范空间, A ∈ C(X ,Y ), 则 A 是全连续的. 如果
X 是自反的, 反之也成立.

证明. 设 xn ⇀ x, 下证 Axn → Ax. 假设存在 ε0 > 0 及 {Axnj
} ⊂ {Axn}, 使得

‖Axnj
− Ax‖ ⩾ ε0, ∀j ⩾ 1.

由 xn ⇀ x 知 xnj
⇀ x, 从而 {xnj

} 有界4, 由 A ∈ C(X ,Y ) 知 {Axnj
} 有收敛的子列,

不妨仍记为 {Axnj
}. 从而存在 y ∈ Y , 使得 Axnj

→ y, 由收敛蕴含弱收敛知 Axnj
⇀ y.

另外, 又有 Axnj
⇀ Ax, 这便说明了 y = Ax, 从而 Axnj

→ Ax, 矛盾. 于是, A 是全连续
的.

反之, 设 {xn} 在 X 中有界, 要证 {Axn} 存在收敛子列, 由 X 自反5知, 存在子列
{xnj

} ⊂ {xn} 及 x0 ∈ X , 使得 xnj
⇀ x0. 由 A 全连续知 Axnj

→ Ax0, 即存在子列
{Axnj

} ⊂ {Axn} 在 Y 中收敛, 故 A ∈ C(X ,Y ).

4弱收敛一定有界, 这是共鸣定理保证的.
5自反空间中的有界集为若列紧的.
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定理 3.5.3. 设 X ,Y ,Z 是线性赋范空间.
(1) 如果 A ∈ C(X ,Y ), 则 R(A) 是可分的;
(2) A ∈ L(X ,Y ), B ∈ L(X ,Y ), 如果 A,B 中至少有一个是紧算子, 则

BA ∈ C(X ,Z ).

证明. (1)表 X =
∞⋃
n=1

B(0, n), R(A) =
∞⋃
n=1

AB(0, n), 其中 AB(0, n) 是列紧集, 从而是可

分的, 从而 R(A) 是可分的.
(2) 应用定义即可.

推论 3.5.1. 设 X ,Y 是 Banach 空间且 X 或 Y 是无穷维的, A ∈ C(X ,Y ) 是

单射, 则 R(A) 6= Y .

证明. 假设 R(A) = Y , 则由 Banach 逆算子定理知 A−1 ∈ L(Y ,X ), 则由定理 (3.5.3)
知 AA−1 = IY , A−1A = IX 分别是 Y 和 X 中紧算子, 从而 X 和 Y 是有限维的, 矛
盾. 从而 R(A) 6= Y .

推论 3.5.2. 设 X ,Y 是 Banach 空间, A ∈ C(X ,Y ) 是单射, R(A) 是无穷维的,
则 R(A) 6= R(A).

证明. 假设 R(A) = R(A), 则 R(A) 是 Banach 空间, 应用上述推论可得 R(A) 是有限维

的, 矛盾. 从而 R(A) 6= R(A).

定理 3.5.4. 设 X ,Y 是线性赋范空间, 如果 A ∈ C(X ,Y ), 则 A′ ∈ C(Y ∗,X ∗).
如果 Y 是 Banach 空间, 反之也成立.

证明. A′ ∈ C(X ,Y ) ⇐⇒ 对任意的 Y ∗ 中的有界集M∗, A′M∗ 在X ∗ 中列紧. 设存在
L > 0, 使得 ‖y∗‖ ⩽ L(∀y ∈ M∗), 要证 A′M∗ 是完全有界的, 也即存在 y∗1, y

∗
2, · · · , y∗n ∈

M∗, 使得对任意的 y∗ ∈ M∗, 存在 1 ⩽ i ⩽ n, 使得

‖A′y∗ − A′y∗i ‖ = sup
∥x∥⩽1

|(A′y∗)(x)− (A′y∗i )(x)| < ε.

上式等价于对任意的 x ∈ B(0, 1), 都有

|y∗(Ax)− y∗i (Ax)| < ε.
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由 A ∈ C(X ,Y ) 知 AB(0, 1) 是列紧的, 从而也是完全有界的. 对上述 ε > 0, AB(0, 1)

存在有限
ε

3L
-网 {Ax1, Ax2, · · · , Axm}. 于是, 对任意的 x ∈ B(0, 1), 存在 1 ⩽ j ⩽ m, 使

得

‖Ax− Axj‖ <
ε

3L
,

从而对任意的 x ∈ B(0, 1), 都有

|y∗(Ax)− y∗i (Ax)| ⩽ |y∗(Ax)− y∗(Axj)|+ |y∗(Axj)− y∗i (Axj)|+ |y∗i (Axj)− y∗i (Ax)|

⩽ |y∗(Axj)− y∗i (Axj)|+ (‖y∗‖+ ‖y∗i ‖) · ‖Axj − Ax‖

⩽ |y∗(Axj)− y∗i (Axj)|+
2ε

3
,

从而只需证明对任意的 1 ⩽ j ⩽ m, 都有

|y∗(Axj)− y∗i (Axj)| <
ε

3
.

令 Yn = span{Ax1, Ax2, · · · , Axm}, 则 Y ∗
n 是有限维的. 令 M∗

n =
{
y∗|Yn

: y∗ ∈ M∗}, 则
对任意的 y∗ ∈ M∗,都有

∥∥y∗|Yn

∥∥
Y ∗
n
⩽ ‖y∗‖Y ∗ ⩽ L,此即说明 M∗

n 是 Y ∗
n 中的有界集. 从

而, 存在 M∗
n 在 Y ∗

n 中的
ε

3(1 + ‖A‖)
-网 {y∗1, y∗2, · · · , y∗n} ⊂ M∗, 使得对任意的 y∗ ∈ M ,

有 ∥∥y∗|Yn
− y∗i |Yn

∥∥
Y ∗
n
<

ε

3(1 + ‖A‖)
.

从而对任意的 1 ⩽ j ⩽ m, 有

|y∗(Axj)− y∗i (Axj)| ⩽
∥∥y∗|Yn

− y∗i |Yn

∥∥
Y ∗
n
· ‖Axj‖

⩽ ε

3(1 + ‖A‖)
· ‖A‖ · ‖xj‖ <

ε

3
.

反之, 设 A′ ∈ C(Y ∗,X ∗), 则 A′′ ∈ C(X ∗∗,Y ∗∗). 考虑典型映射 τ : X → X ∗∗,
τ1 : Y → Y ∗∗, 并且注意到对任意的 x ∈ X , 有

τ1(Ax) = A′′τ(x).

设 {xn} 是 X 中的有界点列, 则 τ1(Axn) = A′′τ(xn), 其中 {τ(xn)} 是 X ∗∗ 中的有界点

列, 由 A′′ 是紧算子知存在子列 {A′′τ(xnj
)} 在 Y ∗∗ 中收敛, 且 A′′τ(xnj

) = τ1(Axnj
). 上

述过程说明了 {τ1(Axnj
)} 是 Y ∗∗ 中的 Cauchy 列, 故 {Axnj

} 是 Y 中的 Cauchy 列, 由
Y 是 Banach 空间知 {Axnj

} 在 Y 中收敛.
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3.6 紧算子的谱理论——Riesz-Schauder 理论

设 X 是 Banach 空间, A ∈ C(X ).

定理 3.6.1. 设 λ 6= 0, A ∈ C(X ), 则 N(λI − A) 是有限维的.

证明. 设 B(0, 1)是 N(λI −A)中以 0为心, 1为半径的球, 对任意的 {xn} ⊂ B(0, 1), 由
(λI − A)xn = 0 得

λxn = Axn.

由 A ∈ C(X )得存在 {Axnj
}及 y ∈ X , 使得 Axn = λxnj

→ y, 又由 λ 6= 0得 xnj
→ y

λ
,

故 B(0, 1) 是列紧的, 此即说明 N(λI − A) 是有限维的.

定理 3.6.2. 设 λ 6= 0, A ∈ C(X ). 则 R(λI − A) 是 X 的闭子空间.

证明. R(λI − A) 是是 X 的线性子空间是显然的, 于是我们只需要证明其是闭的.
根据我们之前的结论, 若 A : X → Y 为有界线性算子, 且存在 α > 0 使得

α‖x‖ ⩽ ‖Ax‖, ∀x ∈ X . (3.2)

则 A 的值域 R(A) 为闭的. 事实上, 若取 {Axn}∞n=1 ⊂ R(A) 且 Axn → y, 我们只需证明
y ∈ R(A). 根据 (3.2) 式可知,

‖xn − xm‖ ⩽ 1

α
‖Axn − Axm‖, n,m ∈ N∗.

从而由 {Axn}为 Cauchy列可得 {xn}也为 Cauchy列,因此存在 x0 ∈ X ,使得 xn → x0,
又 A 为有界线性算子, 因此 Axn → Ax0. 根据极限的唯一性, 即有 y = Ax0 ∈ R(A).

有了上述结论, 我们只需要构造满足 (3.2) 式类似的条件即可. 由于核空间 N(λI −
A) 是有限维的, 因此根据定理 (2.3.5) 知, 存在 X 的闭子空间 X2, 使得

X = N(λI − A)⊕ X2.

定义 T : X2 → X 为

Tx = (λI − A)x, ∀x ∈ X .
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则当 Tx = (λI − A)x = 0 时, 有 x ∈ N(λI − A) ∩ X2 = {0}, 则 T 为单射. 又由于
∀x ∈ X , 存在 x1 ∈ N(λI − A), x2 ∈ X2, 使得 x = x1 + x2. 从而

(λI − A)x = (λI − A)x1 + (λI − A)x2 = Tx.

因此 R(T ) = R(λI − A).
于是我们只需要证明, 存在 α > 0, 使得 ∀x ∈ X2, 有 ‖Tx‖ ⩾ α‖x‖. 为了便于证明,

对 x 标准化, 则需要证明 ∀x ∈ X2 且 ‖x‖ = 1, 有 ‖Tx‖ ⩾ α.
假设上述结论不真, 则 ∀n ⩾ 1, 存在 {xn} ⊂ X2, 使得 ‖Txn‖ ⩽ 1

n
. 从而 Txn =

λxn − Axn → 0. 而由 A ∈ C(X ) 知, 存在子列 {Axnj
} ⊂ {Axn} 以及 y ∈ X , 使得

Axnj
→ y. 而注意到 Txnj

= λxnj
− Axnj

且 λ 6= 0, 因此

xnj
=

1

λ
(Axnj

+ Txnj
) → y

λ
.

又由于 ‖xnj
‖ = 1, 则

∥∥∥y
λ

∥∥∥ = 1, 从而 ‖y‖ = |λ| > 0. 而注意到

Ty = lim
n→∞

T (λxnj
) = λ lim

n→∞
T (xnj

) = 0.

而 T 为单射, 因此 y = 0, 这与 ‖y‖ > 0 矛盾!

定理 3.6.3. 设 λ 6= 0, A ∈ C(X ). 若 N(λI − A) = {0}, 则 R(λI − A) = X .

证明. 对于任意的 n ∈ N∗, 令 Xn = R[(λI − A)n], 从而若 X1 6= X , 则存在 0 6= y ∈
X \ X1. 令 y1 = (λI − A)y, 由于 y ∈ X , 则 y1 ∈ X1. 我们断言 y1 6∈ X2, 否则存在
x2 ∈ X , 使得 y1 = (λI − A)2x2. 则有

(λI − A)[y − (λI − A)x2] = 0,

从而 y = (λI − A)x2 ∈ X1, 矛盾! 因此有 X1 6= X2. 另一方面, 由于

X2 = (λI − A)2X = (λI − A)[(λI − A)x] = (λI − A)X1 ⊂ (λI − A)X = X1.

则有 X2 $ X1 $ X . 类似地可以证明, ∀k ⩾ 1, 有 Xk+1 $ Xk.
由定理 (3.6.2) 知, Xk+1,Xk 均为 X 的闭子空间, 而

(λI − A)k =
k∑

j=0

(
k

j

)
λk−jAj(−1)j = λkI +

[
k∑

j=1

(
k

j

)
λk−jAj−1(−1)j

]
A = µI + C,
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从而由 Riesz 引理 (2.2.2) 知, ∀k ⩾ 1, 存在 xk ∈ Xk \ Xk+1 且 ‖xk‖ = 1, 使得

dist(xk,Xk+1) ⩾
1

2
.

又 ∀p ⩾ 1 及 k ⩾ 1, 有

‖Axk+p − Axk‖ = ‖λxk+p − (λI − A)xk+p − λxk + (λI − A)xk‖,

且 Xk+p+1 ⊂ Xk+p ⊂ Xk+1, 则有 λxk+p − (λI − A)xk+p + (λI − A)xk ∈ Xk+1, 因此

‖Axk+p − Axk‖ ⩾ |λ|dist(xk,Xk+1) >
1

2
|λ|,

这与 A 为紧算子矛盾! 故 R(λI − A) = X .

定理 3.6.4. 设 A ∈ C(X ), 则 σ(A) 没有非零的聚点.

定理 3.6.5. 设 λ 6= 0, A ∈ C(X ), 则存在 n0 ⩾ 1, 使得 ∀j ⩾ 1, 有

N [(λI − A)n0 ] = N [(λI − A)n0+j].

证明. 等价于证明存在 n0 ⩾ 1, 使得

N(λI − A)n0 = N(λI − A)n0+1 =⇒ N(λI − A)n0+1 = N(λI − A)n0+2.

∀y ∈ N(λI − A)n0+2, 则有 (λI − A)n0+2y = 0, 即 (λI − A)n0+1(λI − A)y = 0. 因此
(λI−A)y ∈ N(λI−A) = N(λI−A)n0 . 从而 (λI−A)n0(λI−A)y = 0,即 (λI−A)n0+1y = 0.
从而有 y ∈ N(λI − A)n0+1, 故 N(λI − A)n0+2 ⊆ N(λI − A)n0+1.

定理 3.6.6. 设 λ 6= 0, A ∈ C(X ), 如果存在 n0 ⩾ 1, 使得 ∀j ⩾ 1, 有

N [(λI − A)n0 ] = N [(λI − A)n0+j],

则 N [(λI − A)n0 ] ∩R[(λI − A)n0 ] = {0}.

证明. ∀x ∈ N(λI − A)n0 ∩R(λI − A)n0 , 存在 y ∈ X , 使得 x = (λI − A)n0y. 从而

0 = (λI − A)n0x = (λI − A)2n0y.

故 y ∈ N(λI − A)2n0 = N(λI − A)n0 , 从而 x = (λI − A)n0y = 0.
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定理 3.6.7. 设 λ 6= 0, A ∈ C(X ). 如果存在 n0 ⩾ 1, 使得 ∀j ⩾ 1, 都有

N(λI − A)n0 = N(λI − A)n0+j,

则 X = N(λI − A)n0 ⊕R(λI − A)n0.

证明. 由于 N(λI−A)n0 为有限维的,因此存在 e1, e2, · · · , en ∈ X ,使得 N(λI−A)n0 =

span{ej}nj=1. 再由 Hahn-Banach 定理的推论, 存在 f1, f2, · · · , fn ∈ X ∗, 使得

fi(ej) = δij, 1 ⩽ i, j ⩽ n.

定义 B : X → N(λI − A)n0 为

B(x) =
n∑

j=1

fj(x)ej,

则 ∀x ∈ N(λI − A)n0 , 有 B(x) = x, 且 B ∈ C(X ). 再定义 T : X → X 为

Tx = (λI − A)n0x− B(x).

要证 T 为满射, 即 ∀y ∈ X , 存在 x ∈ X , 使得 Tx = y, 即 y = (λI − A)n0x − B(x).
从而 Tx = (λI − A)n0x − Bx = (µI − C − B)(x). 此时转化为证明 T 为单射, 即
Tx = 0 ⇒ x = 0, 而这是显然的, 因此原定理得证.

推论 3.6.1. 设 λ 6= 0, A ∈ C(X ), 如果存在 n0 ⩾ 1, 使得 ∀j ⩾ 1, 有

N [(λI − A)n0 ] = N [(λI − A)n0+j].

(1) (λI − A)|R[(λI−A)n0 ] 是单射;
(2) (λI − A)|R[(λI−A)n0 ] 是满射;
(3) N [(λI − A)n0 ] 和 R[(λI − A)n0 ] 是 λI − A 的不变子空间;
(4) dimN(λI − A) = codimR(λI − A);
(5) dimN(λI − A) = dimN(λI − A′).

证明. (1) 取 x ∈ R(λI − A)n0 , 使 (λI − A)x = 0, 则存在 y ∈ X , 使得

x = (λI − A)n0y =⇒ y ∈ N [(λI − A)n0+1] = N [(λI − A)n0 ] =⇒ x = 0.
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(2)只需证明 A|R[(λI−A)n0 ] 是紧算子. 由 R[(λI−A)n0 ]在 X 中闭,知 R[(λI−A)n0 ]

是 Banach 空间. 取
{xn} ⊂ R[(λI − A)n0 ] ⊂ X ,

由 A 是紧算子, 存在 {Axnj
} ⊂ {Axn} 及 y ∈ X , 使得 Axnj

→ y, 且由 R[(λI − A)n0 ]

是 Banach 空间知 y ∈ R[(λI − A)n0 ], 从而 A|R[(λI−A)n0 ] 是紧算子.
(3) 由 (1) 和 (2) 知

λI − A : R[(λI − A)n0 ] → R[(λI − A)n0 ]

是一一到上的, 从而 R[(λI − A)n0 ] 是 λI − A 的不变子空间; 另外, 根据

λI − A : N [(λI − A)n0 ] → N [(λI − A)n0−1] ⊂ N [(λI − A)n0 ]

得知, N [(λI − A)n0 ] 也是 λI − A 的不变子空间.
(4) 一方面, 由 λI − A : R[(λI − A)n0 ] → R[(λI − A)n0 ] 是一一到上的, 知

dimN(λI − A) = dimN
(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
.

对任意的 x ∈ X ,存在唯一的 x1 ∈ N [(λI −A)n0 ], x2 ∈ R[(λI −A)n0 ],使得 x = x1+x2,
从而可以建立映射

x = x1 + x2 7→ (x1, x2).

从而

(λI − A)x = 0 ⇐⇒ (λI − A)x1 = 0, (λI − A)x2 = 0

⇐⇒ (λI − A)x1 = 0, x2 = 0,

因此

N
(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
⊂ N(λI − A) ⊂ N

(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
⊕ {0},

此即说明

dimN(ΛI − A) = dimN
(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
;

另外一方面, 由

R(λI − A) = {((λI − A)x1, (λI − A)x2)|x1 ∈ N [(λI − A)n0 ], x2 ∈ R[(λI − A)n0 ]}

= R
(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
⊕R[(λI − A)n0 ],
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知

codimR(λI − A) = codimR
(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
.

在以上两式的基础上, 有

dimN(ΛI − A) = dimN
(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
= codimR

(
(λI − A)|N [(λI−A)n0 ]

)
= codimR(λI − A),

其中 N(λI − A)n0 是有限维的, 对有限维空间上的线性算子 X ∈ Rn×n, 有 dimN(X) =

n− dimR(X) = codimR(X).
(5) 由 A ∈ C(X ) 知 A′ ∈ C(X ). 若 λ ∈ ρ(A), 则 λ ∈ ρ(A′), 由 N(λI − A) =

N(λI − A′) = {0}, 知

dimN(λI − A) = dimN(λI − A′) = 0;

若 λ /∈ ρ(A), 则 λ ∈ σP (A), 设 dimN(λI − A′) = n, 则存在线性无关的 f1, f2, · · · , fn ∈
N(λI − A′), 并且存在线性无关的 e1, e2, · · · , en ∈ X , 使得

fi(ej) = δij.

要证明 dimN(λI − A′) = codimR(λI − A), 首先说明 R(λI − A) ⊂ X 是闭子空间. 这
是因为

y ∈ R(λI − A) ⇐⇒ ∀f ∈ N(λI − A′), f(y) = 0,

⇐⇒ ∀1 ⩽ j ⩽ n, fj(y) = 0

⇐⇒ y ∈
n⋂

j=1

Kerfj.

从而

R(λI − A) = R(λI − A) =
n⋂

j=1

Kerfj,

因此

X =
(
span{ej}nj=1

)
⊕

(
n⋂

j=1

Kerfj

)
=
(
span{ej}nj=1

)
⊕R(λI − A),

此即说明 codimR(λI − A) = n, 故 dimN(λI − A) = dimN(λI − A′).
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定理 3.6.8 (Fredholm 二择一定理). 设 A ∈ C(X ).
(1) (λI − A)x = y 存在唯一解 ⇐⇒ (λI − A)x = 0 只有零解;
(2) λ 6= 0, 则 dimN(λI − A) = dimN(λI − A′);
(3) (λI − A)x = y 有解 ⇐⇒ ∀f ∈ N(λI − A′), 有 f(y) = 0.
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4.1 Hilbert 空间的基本概念

定义 4.1.1. 设 H 是数域 K 上的线性空间, 如果对任意的 x, y ∈ H , 都有唯一
的 (x, y) ∈ K, 满足

(1) (正定性) ∀x ∈ H , (x, x) ⩾ 0, 且 d(x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0;
(2) (共轭对称性) ∀x, y ∈ H , 有 (x, y) = (y, x);
(3) (关于第一变元的线性性) ∀α, β ∈ K, ∀x, y, z ∈ H , 有

(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z),

称 (·, ·) 是 H 上的内积, (x, y) 称为 x 与 y 的内积, 称 H 是数域 K 上的内积空

间.

如果 K = C, 则 (·, ·) 关于第二变元是共轭线性的, 即 ∀α, β ∈ K, ∀x, y, z ∈ H , 有

(z, αx+ βy) = α(z, x) + β(z, y).

• 例 36. ∀x, y ∈ Rn, 定义内积

(x, y) =
n∑

j=1

xjyj = x · y;

∀x, y ∈ Cn, 定义内积

(x, y) =
n∑

i=1

xjyj.
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• 例 37. ∀x, y ∈ ℓ2, 定义内积

(x, y) =
∞∑
j=1

xjyj.

• 例 38. 设 (Ω,F , µ) 是测度空间, ∀u, v ∈ L 2(Ω, µ), 定义内积

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dµ(x).

定理 4.1.1 (Cauchy-Schwarz 不等式). 设 H 是内积空间, 则对任意的 x, y ∈
H , 有 |(x, y)|2 ⩽ (x, x)(y, y).

证明. 若 y = 0, 则结论显然成立; 若 y 6= 0, ∀λ ∈ C, 有

(x+ λy, x+ λy) = (x, x) + λ(y, x) + λ(x, y) + |λ|2(y, y) ⩾ 0.

取 λ = −(x, y)

(y, y)
即可.

定理 4.1.2. 设 H 为内积空间, ∀x ∈ H , 定义 ‖x‖ =
√

(x, x), 则 ‖ · ‖ 为 H 上

的范数, 从而 H 为线性赋范空间, 称 ‖ · ‖ 为由内积诱导出来的范数.

定义 4.1.2. 称完备的内积空间为 Hilbert 空间.

定理 4.1.3. 内积空间的完备化空间为 Hilbert 空间.

定理 4.1.4. 设H 为数域 K上的内积空间, ‖·‖为由内积诱导的范数. ∀x, y ∈ H ,
(1) 若 K = R, 则有 (x, y) =

1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2);

(2) 若 K = C, 则有 (x, y) =
1

4
(‖x+ y‖2−‖x− y‖2)+ i

4
(‖x+ iy‖2−‖x− iy‖2).

通过简单的计算, 上述定理的证明是显然的.
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定理 4.1.5 (平行四边形法则). 设 H 为内积空间, ‖ · ‖ 为内积所诱导的范数.
∀x, y ∈ H , 有

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

上述定理也可以通过简单计算得到.

定理 4.1.6. 设 X 为数域 K 上的线性赋范空间, ‖ · ‖ 为 X 上的范数. 如果 ‖ · ‖
满足平行四边形法则, 则可以在 X 上定义内积, 使得 ‖ · ‖ 由该内积所诱导.

• 例 39. 设 X = C([0, 1]), 取 x = x(t) = t, y = y(t) ≡ 1, 从而 ‖x‖ = ‖y‖ = 1,
‖x+ y‖ = 2, ‖x− y‖ = 1, 此时

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 5 6= 4 = (‖x‖+ ‖y‖)2 ,

即平行四边形法则不成立.

• 例 40. 设 X = ℓp(p ⩾ 1). 设 e1 = (1, 0, 0, · · · ), e2 = (0, 1, 0, · · · ), 从而
‖e1‖ = e2‖ = 1, ‖e1 − e2‖ = ‖e1 + e2‖ = 21/p, 则当 p 6= 2 均不满足平行四边形法

则, 当 p = 2 时 X 上可以定义内积

(x,y) =
∞∑
j=1

xjyi, x = {xj}∞j=1,y = {yj}∞j=1.

类似地, Lp(Ω) 上当且仅当 p = 2 时可以定义内积

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

4.2 正规正交集

定义 4.2.1. 设 H 为内积空间,
(1) 设 x, y ∈ H , 如果 (x, y) = 0, 则称 x 与 y 正交, 记作 x ⊥ y;
(2) 设 x ∈ H , M ⊂ H , 如果对于任意的 y ∈ M , 都有 (x, y) = 0, 则称 x 与
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集合 M 正交, 记作 x ⊥ M ;
(3) 设 M,N 为 H 的两个非空子集, 若 ∀x ∈ M, y ∈ N , 均有 (x, y) = 0 成立,

则称集合 M 与 N 正交;
(4) 设 M ⊂ H , 把 H 中所有与 M 正交的元素记为 M 的正交补, 记作 M⊥.

关于上述的定义, 容易给出以下性质:
(1) x ⊥ y ⇒ y ⊥ x;
(2) x ⊥ y1 且 x ⊥ y2, 则有

x ⊥ span{y1, y2} = {λ1y1 + λ2y2|λ1, λ2 ∈ K};

(3) 设 x ⊥ yn 且 yn → y, 则 x ⊥ y;

证明. |(x, yn)− (x, y)| = |(x, yn − y)| ⩽ ‖x‖ · ‖yn − y‖ → 0 ⇒ (x, y) = 0.

(4) 设 M 为 H 的非空子集, 则 x ⊥ M ⇐⇒ x ⊥ M ;
(5) x ⊥ H ⇐⇒ x = 0;
(6) 设 M ⊂ N ⊂ H , 则 N⊥ ⊂ M⊥;
(7) (勾股定理) 设 x ⊥ y, 则 ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2;
(8) 设 x ∈ H 且 M 为 H 的稠密子集, 如果 ∀y ∈ M , 有 (x, y) = 0, 则 x = 0.

证明. M 稠密: ∃{yn} ⊂ M , 使得 yn → x, 从而 (x, yn) → (x, x) = 0, 故 x = 0.

另证. ∀y ∈ H , ∃{yn} ⊂ M 使得 yn → y. 从而 0 = (x, yn) → (x, y), 故 x ⊥ H .

定义 4.2.2. 设 H 为内积空间, 称 H 中一族元素 {ej}j∈I 为正交集, 如果对于任
意的 i, j ∈ I 且 i 6= j, 都有 (ei, ej) = 0; 称 {ej}j∈I 为标准正交集, 如果对于所有
的 j ∈ I,均有 ‖ej‖ = 1. 称 {ej}j∈I 是完备a的,如果不存在非零元 x,使得 ∀j ∈ I,
都有 (x, ej) = 0.

a注意这里的完备不同于空间的完备.

定理 4.2.1. 设 H 6= {0} 为内积空间, 则 H 有完备的正规正交基.

证明. 设 F 为 H 的所有正规正交集构成的集合, 由 H 6= {0} 知 F 6= ∅. 从而存在
x 6= 0, 令 x1 =

x

‖x‖
, 有 {x1} ∈ F . 设 {s1}, {s2} ∈ F , 并记 s1 ⩽ s2 ⇐⇒ {s1} ⊆ {s2},
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从而得到一个半序集 (F ,⊆). 由 Zorn 引理, F 中任何全序集均有上确界, 即这些集合
的并. 从而 F 有极大元 S. 可以断言 S 是完备的, 否则存在 x 6= 0 且 ‖x‖ = 1, 使得
∀y ∈ S, 均有 (x, y) = 0. 令 S1 = S ∪ {x}, 这与 S 的极大性矛盾!

定义 4.2.3. 设 H 为内积空间, {ei}i∈I 为 H 中的一组正规正交集. ∀x ∈ H , 称
数集 {(x, ei)|i ∈ I} 为 x 关于 {ei}i∈I 的 Fourier 系数集.

定理 4.2.2. 设 H 为内积空间, {ei}i∈I 为 H 中的正规正交集, 则 ∀x ∈ H , 有∥∥∥∥∥x−
n∑

j=1

(x, ej)ej

∥∥∥∥∥
2

+
n∑

j=1

|(x, ej)|2 = ‖x‖2.

且
∑n

j=1 |(x, ej)|2 ⩽ ‖x‖2.

证明.

n∑
j=1

|(x, ej)|2 =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(x, ej)ej

∥∥∥∥∥
2

=

(
n∑

i=1

(x, ei)ei,
n∑

j=1

(x, ej)ej

)
=

∑
1⩽i,j⩽n

(x, ej)(x, ei)(ei, ej) =
∑

1⩽i,j⩽n

(x, ej)(x, ei) · δij.

令 y =
n∑

j=1

(x, ej)ej, 则 ‖x − y‖2 + ‖y‖2 = ‖x‖2 ⇐⇒ (x − y, y) = 0. 从而 ∀1 ⩽ i ⩽ n,

(x− y, ei) = (x, ei)− (y, ei) = 0.

定理 4.2.3. 设 H 为内积空间, {ei}i∈I 为 H 中的一组正规正交集, 则 ∀x ∈ H ,
x 关于 {ei}i∈I 的 Fourier 系数中至多有可数个非零且∑

i∈I

|(x, ei)|2 ⩽ ‖x‖2.

其中
∑
i∈I

|(x, ei)|2 是关于至多可数个非零元的求和.

证明. ∀k ⩾ 1, 令

Fk =

{
(x, ej)

∣∣∣∣|(x, ej)|2 ⩾ 1

k
, j ∈ I

}
,
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从而由定理 (4.2.2) 知, Fk 中有有限个元素. 又由于

{(x, ej)|(x, ej) 6= 0, j ∈ I} =
∞⋃
k=1

Fk,

从而 {(x, ej)|(x, ej) 6= 0} 是至多可数的. 我们将其记为 (x, ei1), (x, ei2), · · · , (x, ein), · · · ,

从而 ∀i ∈ I 且 i 6= k, 有 (x, ei) = 0. 故 ∀n ⩾ 1, 有
n∑

k=1

|(x, eik)|2 ⩽ ‖x‖2. 令 n → ∞, 有

∞∑
k=1

|(x, eik)|2 ⩽ ‖x‖2.

即
∑
i∈I

|(x, ei)|2 ⩽ ‖x‖2.

定理 4.2.4. 设 H 是 Hilbert 空间, {ei}i∈I 是 H 中的正规正交集, 则 ∀x ∈ H ,
有 ∑

i∈I

(x, ei)ei ∈ H ,

且 ∥∥∥∥∥x−
∑
i∈I

(x, ei)ei

∥∥∥∥∥
2

= ‖x‖2 −
∑
i∈I

|(x, ei)|2.

证明. {(x, ei)|(x, ei) 6= 0, i ∈ Z } 只有可数个元素, 不妨设为

(x, ei1), (x, ei2), · · · , (x, ein), · · ·

则
∑
i∈I

(x, ei)ei =
∞∑
j=1

(x, eij)eij . Sm =
m∑
j=1

(x, eij)eij 是 H 中的 Cauchy 列, 这是因为

‖Sn+p − Sn‖2 =

∥∥∥∥∥
n+p∑

j=n+1

(x, eij)eij

∥∥∥∥∥ =

n+p∑
j=n+1

|(x, eij)|2 <
∞∑

j=n+1

|(x, eij)|2 → 0,

又 H 是 Hilbert 空间, 因此存在 y ∈ H , 使得 y =
∞∑
j=1

(x, eij)eij . 接下来, 对任意的

m ⩾ 1,

‖x− Sm‖2 = ‖x‖2 − ‖Sm‖2 = ‖x‖2 −
m∑
j=1

|(x, eij)|2,
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令 m → ∞ 得 ∥∥∥∥∥x−
∞∑
j=1

(x, eij)eij

∥∥∥∥∥
2

= ‖x‖2 −
∞∑
j=1

|(x, eij)|2,

也即

∥∥∥∥∥x−
∑
i∈I

(x, ei)ei

∥∥∥∥∥
2

= ‖x‖2 −
∑
i∈I

|(x, ei)|2.

定义 4.2.4. 设 S = {ei}i∈I 是内积空间 H 中的正规正交集, 如果对任意的
x ∈ H , 有 x =

∑
i∈I

(x, ei)ei, 则称 S 是 H 的一组基.

定理 4.2.5. 设 S = {ei}i∈I 是 Hilbert 空间 H 中的正规正交集, 如下结论等价:
(1) S 是 H 的一组基;
(2) S 是完备的;
(3) Parseval 等式成立, 即对任意的 x ∈ H , 有 ‖x‖2 =

∑
i∈I

|(x, ei)|2.

定理 4.2.6. 设 H 6= {0} 是可分的 Hilbert 空间, 则 H 存在可数的正规正交集.

证明. 由 H 6= {0} 知 H 存在可数的正规正交集 S = {ei}i∈I , 根据定理 (4.2.5) 知
S = {ei}i∈I 是 H 的一组正规正交基. 由 H 可分知 H 有一个可数稠密子集, 记为
{xn}∞n=1 = M . 对 i ∈ I, 存在 xni

∈ M , 使得

‖ei − xni
‖ <

√
2

3
.

从而
√
2 = ‖ei − ej‖

⩽ ‖ei − xni
‖+ ‖xni

− xnj
‖+ ‖xnj

− ej‖

<
2
√
2

3
+ ‖xni

− xnj
‖,

解得 ‖xni
− xnj

‖ ⩾
√
2

3
> 0, xni

6= xnj
. 由此, 可以定义 f : I → M , i 7→ xni

, 则 f 是单

射, 从而 I 一定是可数集.
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定理 4.2.7. 设 M 是 Hilbert 空间 H 中的闭线性子空间, 则对任意的 x ∈ H ,
存在唯一的 y ∈ M 及 z ∈ M⊥, 使得 x = y + z ⇐⇒ H = M ⊕M⊥.

证明. 由 H 是 Hilbert 空间、M 是闭线性子空间知 M 也是 Hilbert 空间, 从而 M 存

在正规正交基 S = {ei}i∈I , y =
∑
i∈I

(x, ei)ei ∈ M . 令 z = x − y, 则对任意的 i ∈ I,

(z, ei) = (x− y, ei) = 0, 故 z ∈ M⊥. 接下来, 设 x ∈ M ∩M⊥, 则 (x, x) = 0, 故 z = 0, 从
而 M ∩M⊥ = {0}, 这便得到了 H = M ⊕M⊥.

4.3 Riesz 表示定理与 Lax-Milgram 定理

定理 4.3.1 (Riesz 表示定理). 设 H 是 Hilbert 空间, 则对任意的 f ∈ H ∗, 存在
唯一的 z ∈ H , 使得

f(x) = (x, z), ∀x ∈ H , 且 ‖f‖H ∗ = ‖z‖H .

证明. 若 f = 0, 取 z = 0 即可. 下设 f 6= 0, 则 Kerf 是 H 的闭线性子空间, 且对任意
的 x0 ∈ H \Kerf , 有 H = span{x0} ⊕ Kerf . 由正交投影定理, 存在唯一的 y0 ∈ Kerf
及 z0 ∈ (Kerf)⊥, 使得 x0 = y0 + z0, 其中 f(z0) 6= 0. 对任意的 x ∈ H , 有

f(x) = f(x) · f(z0)
f(z0)

= f

(
f(x)

f(z0)
z0

)
=⇒ x− f(x)

f(z0)
z0 ∈ Kerf.

因此 (
x− f(x)

f(z0)
z0, z0

)
= 0 =⇒ f(x) =

f(z0)

‖z0‖2
· (x, z0).

令 z =
f(z0)

‖z0‖2
· z0, 则 f(x) = (x, z), 存在性得证. 假设存在 z1, z2 ∈ H , 使得对任意的

x ∈ H , 都有
f(x) = (x, z1) = (x, z2) =⇒ (x, z1 − z2) = 0,

取 x = z1 − z2 得 z1 = z2.

定义 4.3.1. 设 H 是 Hilbert 空间, 称 φ : H × H → K 是 H 上的有界共轭双

线性形式, 如果对任意的 x, y, z ∈ H , α, β ∈ K, 有
(1) φ(αx+ βy, z) = αφ(x, z) + βφ(y, z);

112



第四章 Hilbert 空间 4.3 Riesz 表示定理与 Lax-Milgram 定理

(2) φ(z, αx+ βy) = αφ(z, x) + βφ(z, y);
(3) 如果存在 M > 0, 使得对任意的 x, y ∈ H , 有

|φ(x, y)| ⩽ M‖x‖‖y‖.

定理 4.3.2. 设 H 是 Hilbert 空间, φ 是 H 上的有界共轭双线性形式, 则存在唯
一的 A ∈ L(H ), 使得对任意的 x, y ∈ H , 有

φ(x, y) = (x,Ay).

证明. 固定 y ∈ H , 则 φ(·, y) ∈ H ∗. 由 Riesz 表示定理知, 存在唯一的 wy ∈ H , 使得

φ(x, y) = (x,wy).

定义 A : H → H , y 7→ wy, 则 φ(x, y) = (x,Ay). 接下来证明 A ∈ L(H ). 根据

‖Ay‖ = ‖wy‖ = ‖φ(·, y)‖ = sup
∥x∥⩽1

|φ(x, y)| ⩽ M‖y‖,

知 A 有界; 又对任意的 α, β ∈ K, y, z ∈ H , 有

(x,A(αy + βz)) = φ(x, αy + βz)

= αφ(x, y) + βφ(x, z)

= φ(x, αy + βz)

= (x,A(αy + βz)),

因此 A 是线性的, 故 A ∈ L(H ).

定理 4.3.3. 设 H 是 Hilbert 空间, A ∈ L(H ), 使得对任意的 x ∈ H , 有

|(x,Ax)| ⩾ α‖x‖2,

则 A 是到上的.

证明. 首先根据

α‖x‖2 ⩽ |(x,Ax)| ⩽ ‖x‖ · ‖Ax‖ =⇒ α‖x‖ ⩽ ‖Ax‖,
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先证明 R(A) 是闭的: 设 {yn} ⊂ R(A), 且 yn → y, 则存在 {xn} ⊂ H , 使得 yn = Axn,
且

α‖xn − xm‖ ⩽ ‖Axn − Axm‖ = ‖yn − ym‖ → 0,

故 {xn} 是 H 中的 Cauchy 列, 从而存在 x ∈ H , 使得 xn → x, 故 Axn → Ax ∈ R(A).
设 R(A) 6= H , 则 H = R(A)⊕R(A)⊥. 任取 x0 ∈ R(A)⊥ \ {0}, 从而

0 = |(x0, Ax0)| ⩾ α‖x0‖2 =⇒ α = 0,

矛盾. 故 R(A) = H .

根据上述的两个定理, 可以得到以下定理:

定理 4.3.4 (Lax-Milgram 定理). 设 H 为 Hilbert 空间, φ : H × H → K 为

H 上的共轭双线性形式. 如果 φ 满足以下条件:
(1) φ 是有界的, 即存在 M > 0, 使得 ∀x, y ∈ H , 有 |φ(x, y)| ⩽ M‖x‖ · ‖y‖;
(2) φ 是强制的, 即存在 α > 0, 使得 ∀x ∈ H , 有 |φ(x, x)| ⩾ α‖x‖2.

则 ∀f ∈ H ∗, 存在唯一 x ∈ H , 使得 ∀y ∈ H , 有 φ(x, y) = f(y).

证明. 由定理 (4.3.2) 知, 存在唯一 A ∈ L(H ), 使得 ∀x, y ∈ H , 有

φ(x, y) = (y, Ax).

再由 Riesz 表示定理, 存在唯一 w ∈ H , 使得

f(y) = (y, w), ∀y ∈ H .

因此要想说明 ∀y ∈ H 有 φ(x, y) = f(y), 只需证明存在唯一 x ∈ H , 使得 Ax = w.

由 A 是满的, 从而存在 x ∈ H , 使得 Ax = w, 存在性得证; 假设同时存在 x1, x2 ∈
H , 使得

φ(x1, y) = φ(x2, y) = f(y), ∀y ∈ H ,

则有 φ(x1 − x2, y) = 0, ∀y ∈ H . 从而取 y = x1 − x2, 即可得到 (x1 − x2, x1 − x2) = 0,
故有 x1 = x2. 因此 φ(x, y) = f(y) 的解存在且唯一.
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4.4 Sobolev 空间

设 Ω ⊂ Rn 为有界开集, 定义

C1(Ω) =
{
u ∈ C(Ω)

∣∣u的一阶导数在 Ω 上连续
}
,

称为一阶连续可微函数空间.
∀u, v ∈ C1(Ω), 定义

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) +∇u(x) · ∇v(x)dx,

则可以验证, (·, ·) 为 C1(Ω) 上的内积, 并记
(
C1(Ω), (·, ·)

)
= H1. 将 H1 关于内积 (·, ·)

的完备化空间记为 H1(Ω), 则 H1(Ω) 为 Hilbert 空间.
我们将

C1
C(Ω) =

{
u ∈ C1(Ω)

∣∣∣suppu = {x ∈ Ω|u(x) 6= 0}是 Ω 的紧子集
}

关于内积 (·, ·) 的完备空间记为 H 1
0 (Ω).

∀u ∈ H 1
0 (Ω) ⊂ H 1(Ω), 有

‖u‖ =

(∫
Ω

|u(x)|2 + |∇u(x)|2dx
) 1

2

,

则 ‖ · ‖ 是 H 1(Ω) 或 H 1
0 (Ω) 上的一个范数. ∀u ∈ C1(Ω),

‖u‖1 =
(∫

Ω

|u(x)|p + |∇u(x)|pdx
) 1

p

, 1 ⩽ 0 < ∞.

从而将 C1(Ω) 在 ‖ · ‖1 下的完备化空间记为 W 1,p(Ω). 类似地, 将 Ck(Ω) 在 ‖ · ‖k 下的
完备化空间记为 W k,p(Ω), 其中

‖u‖k =

∫
Ω

|u(x)|p +
∑
|α|⩽k

|Dαu|pdx

 , 1 ⩽ p < ∞.

上式中 α = (α1, · · · , αn) 为多重指标, |α| = α1 + · · ·+ αn, 且
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαn
n

.

对于 u ∈ H 1
0 (Ω), 定义

J(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u(x)|2 − f(x)u(x)

)
dx,

其中 f ∈ L2(Ω).
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定理 4.4.1. 设 Ω ⊂ Rn 是有界开集, f ∈ L2(Ω), 则 u ∈ H 1
0 (Ω) 是 J 在 H 1

0 (Ω)

上的极小值点, 即 J(u) = infv∈H 1
0 (Ω) J(v), 其充要条件为, u ∈ H 1

0 (Ω) 是等式∫
Ω

(∇u(x) · ∇v(x) + u(x) · v(x))dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ H 1
0 (Ω)

的解.

证明. (必要性) ∀t ∈ R, ∀v ∈ H 1
0 (Ω), 有 u+ tv ∈ H 1

0 (Ω). 定义 φ(t) = J(u+ tv), 则

φ(t) =

∫
Ω

[
1

2
|∇(u+ tv)|2 − f(x)(u+ tv)

]
dx

=

∫
Ω

[
1

2
|∇u|2 + t|∇u · ∇v|+ t2

2
|∇v|2 − f(x)u(x)− tf(x)v(x)

]
dx

= J(u) + t

(∫
Ω

∇u · ∇v − f(x)v(x)dx
)
+

t2

2

∫
Ω

|∇v|2dx.

由假设知, t = 0 是 φ 在 R 上的极小值, 则由 Fermat 定理, 有 φ′(0) = 0, 从而∫
Ω

(∇u · ∇v − f(x)v(x)) dx, ∀v ∈ H 1
0 (Ω).

(充分性) ∀v ∈ H 1
0 (Ω), 有 u+ v ∈ H 1

0 (Ω) 且

J(u+ v) = φ(1) = J(u) +
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx, ∀v ∈ H 1
0 .

从而 u ∈ H 1
0 (Ω) 是 J 在 H 1

0 (Ω) 上的极小值点.

定义 4.4.1. 设 Ω ⊂ Rn 是有界开集, f ∈ L(Ω). 称 u ∈ H 1
0 (Ω) 是方程 −∆u = f(x), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

的弱解, 如果 u ∈ H 1
0 (Ω) 满足∫

Ω

(∇u(x) · ∇v(x) + u(x) · v(x))dx = 0, ∀v ∈ H 1
0 .

根据我们在偏微分方程中所学内容, 若 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), 则称 u 为古典解. 因此
古典解一定为弱解, 反之不成立.
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