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矩阵鉴赏
其实是矩阵论复习题

统计 91 董晟渤

2021 年 6 月 11 日
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考试内容

考试题型
1 填空题: 5 题, 每题 3 分, 共 15 分;
2 计算题与证明题: 4 题, 每题 10 分; 3 题, 每题 15 分, 共 85 分.

矩阵初步: 特征值, 特征向量, 最小多项式, 初等因子, 不变因子, 行列式因
子, Jordan 标准型;
矩阵分解: UR 分解 (QR 分解), 满秩分解, 奇异值分解, 谱分解, LU 分解.
矩阵广义逆: 线性方程组的 L-S 解, L-N 解, L-S-N 解.
矩阵分析: 矩阵微分, 矩阵函数, 向量范数与矩阵范数.

Tips
数值方法和一些比较复杂的内容不考.
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2021 年考试回忆

试卷上标注的试卷类型是 B.

填空题
正规矩阵的定义 (AAH = AHA), 求矩阵的谱半径 (最大特征值);
A ∈ Cn×n, A2021 = O, 求 |A+ I|;
(此时 Jordan 标准型 J 的对角线元素全为 0, 参考题目2. )
A ∈ Cn×n, A2 = I, 求 sinA;
(此时 Jordan 标准型 J 为单位矩阵, 从而 sinA = P sin IP−1 = sin 1 · I. )

A,B 是 n 阶酉矩阵, 求 M =

[
A B
A B

]
的 M-P 广义逆. 1

考前老师说可能会考算矩阵 p-范数的填空题, 猜测是在 A 卷上.

1这题不太确定做对, 就不写思路了.
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计算题与解答题
求矩阵的行列式因子, 不变因子, 初等因子, 参考题目4;
满秩分解相关的证明题, 参考题目9;
求矩阵的 QR 分解 (Gram-Smith 正交化过程);
设 x 是 n 维列向量, a = a(x) 和 b = b(x) 是 m 维函数列向量, 证明

daT b

dxT
= bT

da
dxT

+ aT db
dxT

;

(按照微分的定义打开计算即可. )

A =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

, 求 cosπA, 参考题目10;

M-P 广义逆相关的证明题, 参考题目12;
给定矩阵 A ∈ R4×4, 求 M-P 广义逆; 给定向量 x ∈ R4, 用广义逆判断方程
组 Ax = b 是否相容; 在上面的基础上, 求 Ax = b 的最小范数解或最小二
乘范数解.
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Example

设 n 阶方阵 A 的每个元素都是整数, 证明 1

2
不是 A 的特征值.

设 A = (aij)n×n, 此时 A 的特征多项式

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n

...
... . . . ...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
是首项系数为 1 的整系数多项式, 若其有理根存在, 则其必定为整数, 从而 1

2
不

是 A 的特征值.
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Example
设 A ∈ Cn×n, 证明:
(1) 方阵 A 的特征值全为 0, 当且仅当存在 m ∈ Z, 使得 Am = O.
(2) 若 Am = O, 则 |A+ I| = 1.

(1) 若 A 的特征值全为 0, 则存在可逆矩阵 P , 使得 P−1AP = J , 其中 J 的对
角线上的元素全为 0, 从而 Jn = O, 进而

An = PJnP−1 = O.

若存在 m ∈ Z, 使得 Am = O, 对 A 的任一特征值 λ, 设其对应的非零特征向量
为 x, 则有 Ax = λx, 从而

Amx = λmx = 0,

解得 λ = 0, 从而 A 的特征值全为 0.
(2) 计算得

|A+ I| = |PJP−1 + PIP−1| = |P | · |J + I| · |P−1| = 1.
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Example
记 [X,Y ] = XY − Y X, 证明对任意的二阶方阵 A, B, C, 都有

[[A,B]2,C] = O.

注意到
tr[A,B] = trAB − trBA = 0.

设 [A,B] 的特征值为 λ1, λ2, 则 λ1 + λ2 = 0.
(1) λ1 = λ2 = 0, 设 [A,B] = PJP−1, 根据 J2 = O 可知 [A,B]2 = O.
(2) λ1 = −λ2 ̸= 0, 设 [A,B] = PJP−1, 则

[A,B]2 = P

[
λ2
1 0
0 λ2

1

]
P−1 = Pλ2

1IP
−1 = λ2

1I,

从而 [A,B]2 与任意的二阶矩阵可交换.
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Example
设

A =

 1 1 −2
−2 −2 3
−1 −1 1

 ,

求 A 的: (1) 特征值; (2) 不变因子; (3) 行列式因子; (4) 初等因子; (5) 最小多
项式; (6) Jordan 标准型.

计算得

λI −A =

λ− 1 −1 2
2 λ+ 2 −3
1 1 λ− 1

→

1 0 0
0 1 0
0 0 λ3

 ,

A 的特征值为 λ = 0, 不变因子为 1, 1, λ3, 行列式因子为 1, 1, λ3, 初等因子为
λ3, 最小多项式为 f(λ) = λ3,
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Jordan 标准型为

J =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Tips
数字矩阵 A 的特征矩阵 λI −A 经初等变换后可以化为 Smith 标准形

λI −A →


d1(λ) 0 · · · 0
0 d2(λ) · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · dn(λ)

 , (1)

其中 d1(λ), d2(λ), · · · , dn(λ) 称为矩阵 A 的不变因子. 并且对任意的
1 ≤ i ≤ n− 1, 都有 di(λ) | di+1(λ). 在这里我们也指出, dn(λ) 即为 A 的最小
多项式.
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Tips
矩阵 λI −A 的所有 k 阶子式的最大公因数称为 k 阶行列式因子, 记作 Dk(λ).
根据公式1可以看出, 不变因子与行列式因子之间的关系为

D1(λ) = d1(λ),

D2(λ) = d1(λ)d2(λ),

· · · ,
Dn(λ) = d1(λ)d2(λ) · · · dn(λ).

另一方面, 也有 

d1(λ) = D1(λ),

d2(λ) =
D2(λ)

D1(λ)
,

· · · ,

dn(λ) =
Dn(λ)

Dn−1(λ)
.
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Tips
把矩阵 A 的每个次数大于零的不变因子分解成互不相同的首项为 1 的一次因
式方幂的乘积, 所有这些一次因子方幂 (相同的必须按出现的次数计算) 称为矩
阵 A 的初等因子. 矩阵 A 的初等因子 (λ− λi)

αi 所对应的 Jordan 块为

J(λi, αi) =


λi 1 · · · 0
0 λi · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λi


αi×αi

,

从而根据矩阵的所有初等因子, 可以写出矩阵的 Jordan 标准型.
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Example
设

A =


1 0 0 1
1 1 0 2
0 0 1 3
0 0 0 2

 ,

求 P , 使 P−1AP = J 为 Jordan 标准型.

计算得

λI −A =


λ− 1 0 0 −1
−1 λ− 1 0 −2
0 0 λ− 1 −3
0 0 0 λ− 2

 ,

其行列式因子分别为 1, 1, λ− 1, (λ− 1)3(λ− 2), 从而不变因子为
1, 1, λ− 1, (λ− 1)2(λ− 2), 初等因子为 λ− 1, (λ− 1)2, λ− 2,
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据此得到矩阵的 Jordan 标准型为

J =


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 2

 .

设 P = [P1,P2,P3,P4], 且 AP = PJ , 从而

[AP1,AP2,AP3,AP4] = [P1,P2,P2 + P3, 2P4],

取

P =


0 0 1 1
1 1 0 3
1 0 0 3
0 0 0 1

 ,

则 P−1AP = J .
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Example
设

A =

[
1 2
−1 4

]
,

求 A 的谱分解式.

计算得

|λI −A| =
∣∣∣∣λ− 1 −2

1 λ− 4

∣∣∣∣ = (λ− 2)(λ− 3),

则特征值 λ1 = 3, λ2 = 2, 令 φ1(λ) = λ− 2, φ2(λ) = λ− 3, 则有

P1 =
φ1(A)

φ1(3)
=

[
−1 2
−1 2

]
, P2 =

φ2(A)

φ2(2)
=

[
2 −2
1 −1

]
,

从而 A 的谱分解式为

A = 3

[
−1 2
−1 2

]
+ 2

[
2 −2
1 −1

]
.
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Example
设

A =

2 1 0
1 2 0
0 0 3

 ,

求 A 的奇异值分解式.

计算得

AHA = A2 =

5 4 0
4 5 0
0 0 9

 ,

以及 |λI −AHA| = (λ− 1)(λ− 9)2, 从而 δ1 = δ2 = 3, δ3 = 1, 记

S =

3 0 0
0 3 0
0 0 1

 .
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此时 AHA 的特征值 9, 1 所对的单位正交向量组为

v1 = (0, 0, 1)T , v2 =

(
1√
2
,
1√
2
, 0

)
, v3 =

(
1√
2
,− 1√

2
, 0

)
,

其恰好构成 R3 的一组基, 记

V = (v1,v2,v3)
T =


0

1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

1 0 0

 ,
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又计算得

U = AV S−1 =


0

1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

1 0 0

 .

从而 A 的奇异值分解式为

A = USV H =


0

1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

1 0 0


3 0 0
0 3 0
0 0 1




0 0 1
1√
2

1√
2

0

1√
2

− 1√
2

0

 .
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Example
设 A 的奇异值分解为

A = U

[
Σ O
O O

]
V H ,

证明 U 的列向量是 AAH 的特征向量, 而 V 的列向量是 AHA 的特征向量.

计算得

AAHU =

[
Σ2 O
O O

]
U

其中 Σ2 的对角线元素是 AAH 的非零特征值, 从而 U 的列向量是 AAH 的特
征向量, 同样地, 计算得

AHAV =

[
Σ2 O
O O

]
V

其中 Σ2 的对角线元素也是 AHA 的非零特征值, 从而 V 的列向量是 AHA 的
特征向量.
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Example
设 A ∈ Cm×n

r , A = CD = C1D1 均为其满秩分解, 其中, C 与 C1 为 m× r 的
列满秩矩阵, D 与 D1 为 r × n 的行满秩矩阵, 证明:
(1) 存在 r 阶可逆矩阵 K, 使 C = C1K, D = K−1D1;
(2) DH(DDH)−1(CHC)−1CH = DH

1 (D1D
H
1 )−1(CH

1 C1)
−1CH

1 .

(1) 根据 A = CD = C1D1 知, A 的列向量都可以由 C 和 C1 的列向量组线
性表出. 又由 C 和 C1 知它们的列向量组线性无关. 从而 C 和 C1 的列向量组
是 A 的列向量组的极大线性无关组, 因此这两个矩阵的列向量组是等价的, 从
而存在 r 阶可逆矩阵 K, 使得 C = C1K. 代入得

CD = C1KD = C1D1,

从而 CH
1 C1KD = CH

1 C1D1, 其中 CH
1 C1 是 r × r 可逆矩阵, 故 KD = D1.
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(2) 根据 C = C1K, D = K−1D1 得

(CHC)−1CH = (KHCH
1 C1K)−1KHCH

1

= K−1(CH
1 C1)

−1CH
1

同理 DH(DDH)−1 = DH
1 (D1D

H
1 )−1K, 从而

DH(DDH)−1(CHC)−1CH = DH
1 (D1D

H
1 )−1KK−1(CH

1 C1)
−1CH

1

= DH
1 (D1D

H
1 )−1(CH

1 C1)
−1CH

1 .

Tips
不能直接由 C1KD = C1D1 直接得到 KD = D1. 这是因为不能由 XY = O
推出 X = O 或 Y = O.
这个等式可以说明矩阵的 Moore-Penrose 广义逆矩阵是唯一的.
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Example
设

A =

1 2
0 0
2 4

 ,

求 A{1}.

计算得

[
A I
I O

]
=


1 2 1 0 0
0 0 0 1 0
2 4 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

→


1 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 −2 0 1
1 −2 0 0 0
0 1 0 0 0


从而

P =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 , Q =

[
1 −2
0 1

]
, PAQ =

1 0
0 0
0 0

 .
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据此写出 A{1} 中的矩阵 A(1) 的形式为

A(1) = Q

1 a
b c
d e

P =

[
1 −2
0 1

] [
1 a b
c d e

] 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 ,

其中 a, b, c, d, e 是任意数, 从而

A{1} =


[
1 −2
0 1

] [
1 a b
c d e

] 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 : a, b, c, d, e ∈ C

 .

特别地, 取 a = b = c = d = e = 0, 可以得到一个特殊的 {1}-逆

A(1) =

[
1 −2
0 1

] [
1 0 0
0 0 0

] 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 =

[
1 0 0
0 0 0

]
.
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Tips
设 A ∈ Cm×n

r , 且 P ,Q 分别为 m 阶和 n 阶非奇异方阵, 满足

PAQ =

[
Ir O
O O

]
,

则可以构造

A(1) = Q

[
Ir G12

G21 G22

]
P ,

其中 Gij 为任意矩阵. 从而我们可以对矩阵[
A I2
I3 O

]
进行初等变换, 将 A 化为标准形后, I2 和 I3 分别是 P 和 Q.
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Tips
由上可以构造新的广义逆矩阵. 其中根据 rank(A(1,2)) = rank(A), 可以构造

A(1,2) = Q

[
Ir G12

G21 G21G12

]
P ,

其中 Gij 是任意矩阵.
接下来, Urguhart 定理给出, 对任意的 A ∈ Cm×n, 都有

X = (AHA)(1)AH ∈ A{1, 2, 3}, Y = AH(AAH)(1) ∈ A{1, 2, 4}.

当 A 列满秩时, AHA 满秩; 而当 A 行满秩时, AAH 满秩.
最后, 设 A = LR 为 A 的满秩分解, 则有

A+ = R+L+ = RH(RRH)−1(LHL)−1LH .
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Example
设 A ∈ Cm×n, A+ 为广义逆, 证明 (AH)+ = (A+)H .

也即验证 (A+)H 是 AH 的广义逆, 首先

AH(A+)HAH = (AA+A)H = AH ;

其次
(A+)HAH(A+)H = (A+AA+)H = (A+)H ;

接下来
(AH(A+)H)H = A+A = (A+A)H = AH(A+)H ;

最后
((A+)HAH)H = AA+ = (AA+)H = (A+)HAH .

从而 (A+)H 是 AH 的广义逆.
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Example
设 A ∈ Cm×n, 且存在 G ∈ Cn×m, S ∈ Cm×m, T ∈ Cn×n, 使得

AGA = A, G = AHS, G = TAH ,

证明 G = A+.

首先证明 A+ 满足上述条件, 根据 (AA+)H = (A+)HAH = AA+, 可得

AHAA+ = (AA+A)H = AH ,

从而 A+ = (AHA)−1AH = TAH , 同理有 G = AH(AAH)−1 = AHS.
其次证明满足上面条件的 G 是唯一的. 假设还存在 G1 ∈ Cn×m, S1 ∈ Cm×m,
T1 ∈ Cn×n 满足等式, 令 X = G−G1, U = S − S1, V = T − T1, 接下来只要
说明 X = O 即可.
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根据条件有
AXA = O, X = AHU , X = V AH .

首先计算得
(XA)HXA = AHXHXA

= AHXHAHUA

= (AXA)HUA

= O,

从而 XA = O, 接下来计算得

XXH = XAV H = O,

从而 X = O, 也即 G = G1.
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Example
设

A =

[
1 1
0 2

]
,

求 cosA.

计算得

λI −A =

[
λ− 1 −1
0 λ− 2

]
→
[
1 0
0 (λ− 1)(λ− 2)

]
,

则特征值 λ1 = 1, λ2 = 2, 则有

J =

[
1 0
0 2

]
, P =

[
1 1
0 1

]
, P−1AP = J .

从而

cosA = P cosJP−1 =

[
1 1
0 1

] [
cos 1 0
0 cos 2

] [
1 −1
0 1

]
=

[
cos 1 cos 2− cos 1
0 cos 2

]
.
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Tips
设函数 f(x) 解析, 矩阵 A = PJP−1, 其中 J = diag{J1,J2, · · · ,Jm}, 则有

f(A) = P f(J)P−1 = Pdiag{f(J1), f(J2), · · · , f(Jm)}P−1.

其中对于 Jordan 块

Jk =


λk 1 · · · 0
0 λk · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λk


nk×nk

,

有

f(Jk) =


f(λk) f ′(λk) · · · f (nk−1)(λk)

(nk − 1)!

0 f(λk) · · · f (nk−2)(λk)

(nk − 2)!
...

... . . . ...
0 0 · · · f(λk)


.
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Example
设

A(x) =

[
x2 0
1 x

]
,

求
dA−1(x)

dx .

计算得

A−1(x) =

 1

x2
0

− 1

x3

1

x

 ,
dA(x)

dx =

[
2x 0
0 1

]
,

从而

dA−1(x)

dx = −A−1(x)
dA(x)

dx A−1(x) =

− 2

x3
0

3

x4
− 1

x2

 .
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.

Example

设 X = [xij ]n×n, 求: (1) d
dX trX; (2) d

dX detX.

(1) 根据 trX =

n∑
i=1

xii 得

d
dX trX =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 = I.

(2) 根据 XX∗ = detXI, 两边对 X 求导得

d
dX detX = X∗.
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Example
设 x ∈ Rn, F = (fij)s×m, 其中 fij 是关于 x 的 n 元函数, 证明

dF =

n∑
k=1

∂F

∂xk
dxk.

计算得
dF = (dfij)s×m

=

(
n∑

k=1

∂fij
∂xk

dxk

)
s×m

=

n∑
k=1

(
∂fij
∂xk

)
s×m

dxk

=

n∑
k=1

∂F

∂xk
dxk.
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Example
设 A(x) = [aij(x)]m×n 在 [a, b] 可积, 证明∥∥∥∥∥

∫ b

a

A(x)dx
∥∥∥∥∥
1

≤
∫ b

a

∥A(x)∥1 dx.

此时 ∥∥∥∥∥
∫ b

a

A(x)dx
∥∥∥∥∥
1

= max
1≤j≤n

m∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ b

a

aij(x)dx
∣∣∣∣∣

≤ max
1≤j≤n

m∑
i=1

∫ b

a

|aij(x)|dx

=

∫ b

a

max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij(x)|dx

=

∫ b

a

∥A(x)∥1 dx.
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Tips
设 x = (x1, x2, · · · , xn)

T 是向量, 对 p ≥ 1, 定义 p-范数

∥x∥p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

,

特别地, ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|; 设矩阵 A = (aij)m×n, 对 p ≥ 1, 定义 p-范数

∥A∥p = max
∥x∥p=1

∥Ax∥p .

特别地, ∥A∥1 = max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij | 为列和的最大值, ∥A∥∞ = max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij | 为行

和的最大值, ∥A∥2 为 A 的最大奇异值.
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Example
设 A ∈ Rn×n 对称正定, 对任意的 α ∈ Rn, 定义

∥α∥ =
√
αTAα,

验证 ∥ · ∥ 是 Rn 中的向量范数.

根据 A 对称正定知, 存在可逆矩阵 B, 使得 A = BTB. 从而

∥α∥ =
√
αTBTBα = ∥Bα∥2,

其中 ∥ · ∥2 表示 2-范数, 从而 ∥ · ∥ 满足范数的定义.
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Example
证明

∞∑
k=1

k2

2k

[
1 4
0 1

]k
收敛, 并求其和.

考虑级数
∞∑
k=1

k2xk, 可以求出其收敛半径 R =
1

lim
k→∞

k
√
k2

= 1. 又矩阵 1

2

[
1 4
0 1

]
的谱半径

ρ

(
1

2

[
1 4
0 1

])
=

1

2
< 1,

从而原级数收敛. 并且根据
∞∑
k=1

k2xk =
1− 3x

(1− x)3
, 计算得

∞∑
k=1

k2

2k

[
1 4
0 1

]k
=

[
1 24
0 1

]
.
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