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Part I

测度论部分

1 符号测度与 Radon-Nikodym定理

1.1 符号测度

定义 1.1. 设 (X,F )是一个可测空间,实值函数 ν : F → R ∪ {−∞,∞}称为一个符号测度
(Signed Measure),如果

(1) ν(∅) = 0;
(2) ν 至多达到 −∞和∞中的一个;
(3) ν 具有可数可加性,即对任意两两互不相交的集列 {Ai}∞i=1,有

ν

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

ν(Ai).

命题 1.1. 设 (X,µ)是一个符号测度空间. 如果 {En}是一列上升的可测集列,则

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= lim

n→∞
µ(En).

如果 {En}是一列下降的可测集列,并且 µ(E1) < ∞,那么

µ

(
∞⋂
n=1

En

)
= lim

n→∞
µ(En).

评论. 为了区别符号测度与通常的测度,常常称过去定义的测度为正测度.

符号测度常常以如下两种方式出现:
• 设 µ1, µ2是 (X,F )上的正测度,且至少有其中一个是有限测度时,

ν(E) := µ1(E)− µ2(E), ∀E ∈ F

定义了一个符号测度.
• 设 f 是测度空间 (X,F , µ)上的 L1函数,那么由 f 诱导了符号测度

νf (E) :=

∫
E

fdµ =

∫
X

χEfdµ.

特别地, 当 (Ω,F ,P) 是概率空间时, 随机变量 X ∈ L1(Ω) 定义了一个 F (或者其子
σ-域)上的符号测度:

φ(C) :=

∫
C

XdP.
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我们将说明这两种情形是典范的: 前者对应着 Hahn分解 & Jordan分解;后者对应着我们本
节的主题——Radon-Nikodym定理.

1.2 Hahn分解与 Jordan分解

为了方便理解, 可以首先我们所研究的测度理解成为可积函数 f 所诱导出来的符号测

度 νf .
这里,我们令

f+(x) =

f(x), f(x) > 0,

0, f(x) ≤ 0.

且令 f− = f+ − f ,那么 f = f+ − f−.这里 f+, f−都是非负函数.
那么,由 f+和 f−可以诱导出正测度

µ+(E) =

∫
E

f+dµ,

以及

µ−(E) =

∫
E

f−dµ,

于是

µ(E) =

∫
E

fdµ =

∫
E

f+ − f−dµ = µ+(E)− µ−(E).

我们可以观察到上面的分解具有如下性质:
• µ+和 µ−存在于不相交的集合上:即

µ+(E) 6= 0 =⇒ µ−(E) = 0, µ−(E) 6= 0 =⇒ µ+(E) = 0.

• f+ 的支撑集 suppf+ 满足: 对任意的可测集 E ⊂ suppf+, νf (E) ≥ 0;f− 的支撑集

suppf−满足:对任意的可测集 E ⊂ suppf−, νf (E) ≤ 0.
由此,可以引导我们给出下列定义:

定义 1.2. 设 µ 是 (X,F ) 上的符号测度, 如果存在集合 A ∈ F , 使得对任意的 E ∈ F , 都
有 µ(E) = µ(A ∩ E), 则称 µ 集中于 A. 设 µ1, µ2 是 (X,F ) 上的不同测度,A,B ∈ F 且

A ∩B = ∅,若 µ1集中于 A,µ2集中于 B,则说 µ1和 µ2相互奇异,记为 µ1 ⊥ µ2.

定义 1.3. 设 (X, ν)是符号测度空间,集合 E ∈ F 称为是正集,如果 ν(E) ≥ 0,并且对任意
的 F ⊂ E,F ∈ F ,都有 ν(F ) ≥ 0;类似地,可以定义负集.

定理 1.2 (Hahn分解). 设 (X, ν)是符号测度空间,那么存在正集 P 和负集 N ,使得 P ∩N =

∅, P ∪ N = X .并且这一分解在相差一零测集的意义下是唯一的,即:如果存在另一对正集
P ′和负集 N ′,满足上述条件,那么 P∆P ′ = N∆N ′是零测集.
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定理 1.3 (Jordan分解). 设 (X, ν)是符号测度空间,那么存在唯一的正测度 ν+ 和正测度 ν−,
使得

ν = ν+ − ν−, ν+ ⊥ ν−.

从上文的讨论中可以发现,这两个分解定理在本质上是相同的.下面我们着手证明这两
个定理.

引理 1.4. 正集的可测子集也是正集,正集的可数并也是正集.

证明. 设 E 是正集,F 是 E 的可测子集,那么对于任意 F 的可测子集 G,都有 G ⊂ E,因而
具有非负测度.所以 F 也是正集.

设 {En}是正集列,令 E =
⋃∞

n=1En.设 Pn = En \
⋃n−1

i=1 En,则 Pn是正集,并且
∞⋃
n=1

Pn = E,Pn ∩ Pm = ∅, n 6= m.

若 F 是 E 的子集,那么
∞⋃
n=1

(F ∩ Pn) = F ∩

(
∞⋃
n=1

Pn

)
= F.

所以

ν(F ) = ν

(
∞⋃
n=1

(F ∩ Pn)

)
=

∞∑
n=1

µ(F ∩ Pn) > 0.

Hahn分解定理的证明. 不妨假设 ν不能取到∞.那么取F 中所有正集构成的集合为P ,令

m := sup
P∈P

ν(P ).

注意到 ∅ ∈ P ,所以m ≥ 0.根据定义,存在正集列 {Pj},使得

lim
j→∞

ν(Pj) = m.

因此,定义 P =
⋃∞

j=1 Pj ,则有 P 是正集,且 ν(P ) = m.
我们证明 N := X \ P 是负集.
我们宣称 N 中不存在非空的正集,否则将其并入 P 则得到一个测度大于 m的正集,矛

盾.基于这一结果,我们证明 N 确实是一个负集.
如果 N 中有一个非空集合 A,使得 ν(A) ≥ 0.那么 A不是正集,因此存在可测子集 C,

使得 ν(E) < 0.令 B = A \ C,则

ν(B) + ν(C) = ν(A),

所以 ν(B) = ν(A)− ν(C) > ν(A).
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现取最小的自然数 n1,使得存在集合 B1,满足

µ(B1) > ν(A) +
1

n1

,

令 An1 = B.依此类推,取最小的自然数 nj ,使得存在集合 Bj ,满足

µ(Bj) > ν(Aj−1) +
1

nj

,

令 Anj
= Bj .令

A =
∞⋂
j=1

Anj
,

那么 ν(A) > ν(A) +
∑∞

j=1

1

nj

.又因为 A不是正集,所以存在 B ⊂ A,使得存在 n ∈ N,满足

ν(B) > ν(A) +
1

n
> ν(Anj

) +
1

n
, ∀j ∈ N.

因为 ν(A)测度有限,所以 lim
j→∞

1

nj

= 0,因此,存在 nJ > n.此时

ν(B) > ν(AnJ−1
) +

1

n
.

这与 AnJ
的构造矛盾.因此 N 是一个负集.

下面我们说明分解的“唯一性”.设 P ′, N ′是另一对分解,那么 P∆P ′是正集. 注意到

P∆P ′ = (P ∪ P ′) \ (P ∩ P ′) = (P \ (P ∩ P ′)) ∪ (P ′ \ (P ∩ P ′)),

因为P \(P∩P ′)∩P ′ = ∅,所以P \(P∩P ′) ⊂ N ′,故 ν(P \(P∩P ′)) = 0.同理,ν(P ′\(P∩P ′)) =

0.因此,ν(P∆P ′) = 0.

Jordan分解的证明. 设 P,N 是空间 (X, ν) 的 Hahn 分解, 其中 P 是正集,N 是负集. 定义
ν+(E) = ν(E ∩ P ), ν−(E) = −ν(E ∩N),那么

ν(E) = ν+(E)− ν−(E).

又因为 ν+集中在 P 上,ν−集中在 N 上,且 P ∩N = ∅, P ∪N = X ,所以 ν+ ⊥ ν−.

定义 1.4. 设 (X, ν)是符号测度空间,ν = ν+ − ν−是符号测度 ν 的 Jordan分解. 则分别称 ν+

和 ν−为 ν 的正变差和负变差,并称 |ν| := ν+ + ν−为 ν 的全变差 (测度).

评论. 显然有
|ν(E)| ≤ |ν|(E), ∀E ∈ F .

1.3 Lebesgue-Radon-Nikodym定理

本小节包括两部分,即 Lebesgue分解定理和 Radon-Nikodym定理.
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现在, 让我们再次考虑由可积函数诱导的测度 νf . 注意到当我们在讨论这一对象时, 我
们事先在可测空间 (X,F ) 给定了一个正测度 µ. 当可测集 E 是 µ- 零测集时, 根据定义有
νf (E) = 0.这样的性质被称为绝对连续性.

定义 1.5. 设 (X,F )是一个可测空间,µ是其上的正测度,ν是其上的符号测度.我们说 ν关于

µ是绝对连续的,是指
∀E ∈ F [µ(E) = 0 =⇒ ν(E) = 0] ,

记为 ν � µ.

在 ν 是有限测度的情形,有如下的等价刻画:

命题 1.5 (绝对连续性的等价描述). 设 (X,F )是一个可测空间,µ是其上的正测度,ν 是其上
的有限的符号测度.那么 ν 关于 µ是绝对连续的,当且仅当对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,使得
对任意的可测集 E 且 µ(E) < δ时,必有 |ν(E)| < ε.

证明. 充分性是显然的,我们只证明必要性.如果不然,存在 ε0 > 0,以及对任意的正整数 n,
存在 En,使得

µ(En) <
1

2n
, |ν(En)| ≥ ε0.

令

An =
∞⋃
i=n

Ei, A =
∞⋂
n=1

An.

则 µ(An) < 2−n+1,An ⊃ An+1,因此 µ(A) = 0.并且由 |ν|(An) ≥ |ν|(En)可知,

|ν|(A) = lim
n→∞

|ν|(An) ≥ ε > 0.

于是 |ν| � µ不成立,矛盾.

对于任意的符号测度 ν,我们已经证明了可以将其分解为正测度 ν+ 与正测度 ν− 之差.
所以,我们考虑正测度的情形就足够了.

引理 1.6. 若 µ是集 X 的 σ-域F 上的正 σ−有限测度,则存在一个函数 w ∈ L1(µ),使得对
于每个 x ∈ X ,有 0 < w(x) < 1.

证明. 由于 µ是 σ-有限的,所以存在一列可测集 {Ei}∞i=1,使得 µ(Ei) < ∞且
⋃

i Ei = X .定
义

wn(x) :=

2−n/(1 + µ(En)) , x ∈ En,

0 , x /∈ En.
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取 w =
∑∞

n=1 wn,则满足要求,此处的收敛为点态收敛.这是因为,

0 < w(x) ≤
∞∑
n=1

2−n

1 + µ(En)
<

∞∑
n=1

2−n = 1.

且 ∫
X

∞∑
n=1

wndµ =
∞∑
i=n

∫
X

wn(x)dµ =
∞∑
n=1

2−nµ(En)

1 + µ(En)
< 1.

其中积分和求和交换次序是使用了单调收敛定理.因此 w ∈ L1(µ).

通过这一引理,我们定义测度 µ̃ = wµ,即

µ̃(E) =

∫
E

w(x)dµ,

则 µ̃是有限测度.

定理 1.7 (Lebesgue-Radon-Nikodym定理). 设 µ是集 X 的 σ-域F 上的正 σ-有限测度,并设
ν 是其上的 σ-有限的符号测度.

(a)(Lebsugue分解)在F 上存在唯一的一对符号测度 νa和 νs,使得

ν = νa + νs, νa � µ, νs ⊥ µ.

若 ν 是正有限测度,则 νa和 νs也是正有限测度.
(b)(Radon-Nikodym定理)存在唯一一个 µ-可测函数 h,使得

νa(E) =

∫
E

hdµ(E ∈ F ).

证明. 我们先证明唯一性.假设有另一对复测度 (ν ′
a, ν

′
s),满足定理条件.那么

νa − ν ′
a = ν ′

s − νs,

而 νa − ν ′
a � µ, ν ′

s − νs ⊥ µ,所以

νa − ν ′
a = ν ′

s − νs = 0.

即 νa = ν ′
a,νs = ν ′

s.下面证明存在性.
(1)首先假设 ν 是正有限测度.那么取引理中的 w,则 φ = ν + wµ也是正有限测度.于

是,对于特征函数 f = χE , ∫
X

fdφ =

∫
X

fdν +

∫
X

fwdµ.

因此对于简单函数,进而对于非负可测函数 f 成立.设 f ∈ L2(φ),则

|
∫
X

fdν| ≤
∫
X

|f |dν ≤
∫
X

|f |dφ ≤ (

∫
X

|f |2dφ)
1
2 (φ(X))

1
2 .

因为 φ是有限的,所以映射 f 7→
∫
X
fdν 是 L2(φ)上的有界线性泛函. 根据 Riesz表现定理,

存在唯一的 g ∈ L2(φ),使得 ∫
X

fdν =

∫
X

fgdφ. (1)
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注意到 g是在相差一个与 φ-零测集上取非零值的函数的意义下唯一.
取 E ∈ F ,使得 φ(E) > 0,令 f = χE ,则

ν(E) =

∫
E

gdφ ≥ 0.

因此

0 ≤ 1

φ(E)

∫
E

gdφ =
ν(E)

φ(E)
≤ 1.

所以 g(x) ∈ [0, 1]对几乎所有的 x ∈ X 成立,因此,不妨令 0 ≤ g(x) ≤ 1.将式 (1)重写为∫
X

(1− g)fdν =

∫
X

fgwdµ. (2)

令 A = {x : 0 ≤ g(x) < 1},B = {x : g(x) = 1},定义

νa(E) = ν(A ∩ E), νs(E) = ν(B ∩ E)(E ∈ F ).

在式 (2)中,取 f = χB,则
0 =

∫
B

wdµ.

所以 µ(B) = 0,这说明了 νs ⊥ µ.另一方面,由于 g(x) ∈ [0, 1],所以令 f = (1+g+· · ·+gn)χE ,
则 ∫

E

(1− gn+1)dν =

∫
E

g(1 + g + · · ·+ gn)wdµ.

考虑上式左边,由于当 x ∈ B时,g(x) = 1,故此时 1− gn+1(x) = 0;当 x ∈ A时,0 ≤ g(x) < 1,
所以 limn→∞ gn(x) = 0.因此两边取极限,则左边相当于 νa(E) = ν(A ∩E),而右边是单调增
加的有界序列,所以它收敛于某个非负可测的极限函数 h,此时,有

νa(E) =

∫
E

hdµ.

这就证明了 (b),并且该式也说明了 νa � µ.所以该命题对正有限测度 ν 成立.
(2)过渡到 ν 是 σ-有限的正测度的情况只需要注意到 X 可以表示为两两不相交的可数

的测度有限子集的并即可.

评论. 回忆起我们在数学分析中学到的变量替换公式:∫
df =

∫
f ′(x)dx.

形式上有

f ′(x) =
df

dx
.

我们也可以写

h =
dν

dµ
.

因此,这里的 h经常被称为 Radon-Nikodym导数.
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本节的最后,我们给出 Radon-Nikodym定理在分布函数分类中的一个应用.
设 X 是概率空间 (Ω,F ,P)上的一个随机变量,其概率分布函数是

PX−1 : (R,BR) → [0, 1], B 7→ P(X−1(B)),

这是 (R,BR)上的一个 σ-有限的正测度. 令 λ是 (R,BR)上的另一个 σ-有限的正测度 (例如
Lebesgue测度). 根据 Lebesgue分解,有

PX−1 = µa + µs, µa � λ, µs ⊥ λ.

设

D := {x ∈ R : µs({x}) > 0},

定义

µ1(E) = µ(E ∩D), µ2 = µa, µ3 = µs − µ1.

则有

PX−1 = µ1 + µ2 + µ3.

但是此处的 µa, µ1, µ3在全空间上的测度不一定为 1,所以考虑如下的正规化:

µ̃i(E) =

µi(E)/µi(R), µi(R) > 0,

ν, µi(R) = 0.

其中 ν 是任意的概率测度.再设 αi = µi(R),则有

PX−1 = α1µ̃1 + α2µ̃2 + α3µ̃3.

此时,α1 + α2 + α3 = 1.
• 当 α1 = 1 时,随机变量 X 称为离散型随机变量.此时,D 是至多可数集 (为什么?).设
D = {xn}∞n=1,那么 PX−1在 xn上的取值

{pn = P(X = xn) : n ∈ N}

唯一决定了 PX−1.此时,对于随机变量的函数 f(X),有

E(f(X)) =

∫
R
f(x)d(PX−1) =

∞∑
n=1

f(xn)pn.

• 当 α2 = 1时,随机变量 X 称为连续型随机变量.此时,PX−1 关于测度 λ绝对连续,所
以存在 λ-可积函数 p,使得

PX−1(E) =

∫
E

pdλ,

此时的 p称为随机变量 X 的密度函数.对于随机变量的函数 f(X),有

E(f(X)) =

∫
R
f(x)p(x)dλ(x).

• 当 α3 = 1时,随机变量 X 称为奇异型随机变量.
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定理 1.8. 设 (Ω,F ,P)是一个概率空间,X 是其上的一个随机变量.则 X 的概率分布 PX−1

可以写为离散型概率分布函数、连续型概率分布函数以及奇异型概率分布函数的凸组合.

Part II

概率论部分

2 条件期望

2.1 条件期望与条件概率

设 (Ω,F ,P)为概率空间,条件期望首先是对于F 的子 σ-域而言的.

定义 2.1 (子 σ-域). 设 G ⊂ F 是 σ-域,则称 G 是F 的子 σ-域.

设 X ∈ L 1(Ω)是概率空间 (Ω,F ,P)上的随机变量,定义

φ(C) :=

∫
C

XdP, ∀C ∈ G ,

则 φ是 G 上的符号测度,且根据

P(C) = 0 =⇒ φ(C) =

∫
C

XdP = 0

得知 φ � P, 从而由 Radon-Nikodym 定理知, 存在概率空间 (Ω,G ,P) 上的随机变量 Y ∈
L 1(Ω),使得

φ(C) =

∫
C

XdP =

∫
C

Y dP, ∀C ∈ G .

需要注意的是,上式中X 是 (Ω,F ,P)上的随机变量,而 Y 是 (Ω,G ,P)上的随机变量. 据此,
条件期望可以得到定义:

定义 2.2 (条件期望). 设 G ⊂ F 是子 σ-域, X ∈ L 1(Ω) 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变
量, E(X|G ) ∈ L 1(Ω)是概率空间 (Ω,G ,P)上的随机变量,且满足∫

C

XdP =

∫
C

E(X|G )dP, ∀C ∈ G ,

则称 E(X|G )是 X 关于子 σ-域 G 的条件期望.

根据定义,取 C = Ω ∈ G ,则

EX =

∫
Ω

XdP =

∫
Ω

E(X|G )dP = E[E(X|G )],

这是条件期望的一个重要性质. 另外, 在初等概率论中, 设 A ∈ F , IA 是 A的示性函数, 则
EIA = P(A). 受此启发,可以定义条件概率:
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定义 2.3 (条件概率). 设 G ⊂ F 是子 σ-域, A ∈ F ,称 P(A|G ) = E(IA|G )是 A关于子 σ-域
G 的条件概率.

需要注意,条件概率实际上也是随机变量.

2.2 条件期望与条件概率的例子

为了加强对条件概率与条件期望的定义的理解,在这里考虑一些简单的例子.

例 2.1. 设 B ∈ F , G = σ(B) = {∅, B,BC ,Ω},且 P(B) /∈ {0, 1}. 设 A ∈ G ,则 P(A|G )是 G

上的可测函数,从而
P(A|G ) = aIB + bIBC ;

另外,根据定义得 ∫
C

P(A|G )dP =

∫
C

IAdP = P(AC),

取 C = B 得 a =
P(AB)

P(B)
= P(A|B),取 C = BC 得 b =

P(ABC)

P(BC)
= P(A|BC),从而

P(A|G ) = P(A|B) · IB + P(A|BC) · IBC .

例 2.2. 设B1, B2, · · · , Bm ∈ F 互不相交,且B1∪B2∪· · ·∪Bm = Ω, G = σ(B1, B2, · · · , Bm).
设 A ∈ F ,类似例2.1,可以求出

P(A|G ) =
m∑
j=1

P(A|Bj) · IBj
.

对于2.2例的结果,如果 ω ∈ Bj ,也即给定条件 Bj ,则

P(A|G )(ω) = P(A|Bj),

右边是在条件 Bj 下,事件 A发生的概率,这说明了抽象定义的合理性.

例 2.3. 设 A1, A2, · · · , An ∈ F 互不相交,且 A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An = Ω,令

X =
n∑

i=1

ai · IAi
,

再设 B1, B2, · · · , Bm ∈ F 互不相交,且 B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bm = Ω, G = σ(B1, B2, · · · , Bm),类
似例2.1,可以求出

E(X|G ) =
m∑
j=1

n∑
i=1

ai · P(Ai|Bj) · IBj
.

例2.3的结果非常有趣. 如果 ω ∈ Bj ,也即给定条件 Bj ,我们知道

E(X|G )(ω) =
n∑

i=1

ai · P(Ai|Bj),
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这事实上是将样本空间作划分 Ω = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An,随机变量X 在第 i个集合 Ai上的取

值为 ai, 而 P(Ai|Bj)是在条件 Bj 下, 事件 Ai 发生的概率, 它们相乘求和, 就得到了初等概
率论中定义的条件期望.

2.3 条件期望的性质

本节中将探讨条件期望的一些基本性质.

命题 2.1 (特殊的条件期望). 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P)上的随机变量, G 是F 的子 σ-域.
(1) 如果 X 关于 G 可测,则 E(X|G ) = X, a.s.;
(2) 如果 X 与 G 独立,则 E(X|G ) = EX, a.s..

证明. (1) X 是 (Ω,G ,P)上的可测函数,且∫
C

XdP =

∫
C

XdP, ∀C ∈ G ,

根据定义知 E(X|G ) = X, a.s..
(2) EX 是 (Ω,G ,P)上的可测函数,且1∫

C

XdP = E(X · IC) = EX · P(C) =

∫
C

EXdP,

根据定义知 E(X|G ) = EX, a.s..

命题 2.2 (复合条件期望). 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P)上的随机变量, G1 ⊂ G2 ⊂ F 是F 的

子 σ-域,则
E[E(X|G1)|G2] = E[E(X|G2)|G1] = E(f |G1), a.s..

证明. 一方面,根据 E(X|G1)关于 G1 ⊂ G2可测,应用命题2.1的 (1)得

E[E(X|G1)|G2] = E(f |G1), a.s.;

另外一方面,根据 E[E(X|G2)|G1]关于 G1可测,且对任意的 C ∈ G1 ⊂ G2,都有∫
C

E[E(X|G2)|G1]dP =

∫
C

E(X|G2)dP =

∫
C

XdP =

∫
C

E(X|G1)dP,

由 C 的任意性得

E[E(X|G2)|G1] = E(f |G1), a.s..

综合以上两条可知命题成立.

命题 2.3 (单调性). 设 X,Y 是概率空间 (Ω,F ,P)上的随机变量, X ≤ Y, a.s., G 是 F 的子

σ-域,则
E(X|G ) ≤ E(Y |G ), a.s..

1在这里应用了结论: 若 X 与 C 独立,则 E(X · IC) = EX · P(C),证明需要使用典型方法.
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特别地, |E(X|G )| ≤ E(|X||G ), a.s..

证明. 对任意的 C ∈ G ,都有∫
C

E(X|G )dP =

∫
C

XdP ≤
∫
C

Y dP =

∫
C

E(Y |G )dP,

由 C 的任意性得

E(X|G ) ≤ E(Y |G ), a.s..

另外,注意到 −X ≤ |X|, X ≤ |X|,因此−E(X|G ) ≤ E(|X||G ), a.s.,

E(X|G ) ≤ E(|X||G ), a.s..

综合以上两式,有 |E(X|G )| ≤ E(|X||G ), a.s..

命题 2.4 (可加性). 设X,Y 是概率空间 (Ω,F ,P)上的随机变量, G 是F 的子 σ-域, a, b ∈ R,
且 aEX + bEY 存在,则

E(aX + bY |G ) = aE(X|G ) + bE(Y |G ), a.s..

证明. 由 E(aX + bY ) = aEX + bEY 存在,知 E(aX + bY |G )有定义. 对任意的 C ∈ G ,都有∫
C

(aX + bY )dP = a

∫
C

XdP+ b

∫
C

Y dP

= a

∫
C

E(X|G )dP+ b

∫
C

E(Y |G )dP

=

∫
C

(aE(X|G ) + bE(Y |G ))dP.

因此, E(aX + bY |G ) = aE(X|G ) + bE(Y |G ), a.s..

命题2.3和2.4都是期望 E(·) 的性质向条件期望 E(·|G ) 的推广. 联想到期望所满足的单
调收敛定理、Fatou引理及 Lebesgue控制收敛定理,我们接下来证明这些定理对于条件期望
也是成立的.

定理 2.5 (单调收敛定理). 设 {Xn}和 X 是概率空间 (Ω,F ,P)上的积分存在的随机变量, G

是F 的子 σ-域,若 0 ≤ Xn ↑ X, a.s.,则

0 ≤ E(Xn|G ) ↑ E(X|G ), a.s..

证明. 由命题2.3得 {E(Xn|G )}单调递增, 且根据 E(Xn|G )关于 G 可测知 lim
n→∞

E(Xn|G )关

于 G 可测. 对任意的 C ∈ G ,应用单调收敛定理得∫
C

lim
n→∞

E(Xn|G )dP = lim
n→∞

∫
C

E(Xn|G )dP = lim
n→∞

∫
C

XndP =

∫
C

XdP,

这便说明了 E(Xn|G ) ↑ E(X|G ), a.s..
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定理 2.6 (Fatou 引理). 设 {Xn} 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的积分存在的随机变量序列, G 是

F 的子 σ-域,若 Xn ≥ 0, a.s.,则

E
(
lim inf
n→∞

Xn|G
)
≤ lim inf

n→∞
E(Xn|G ), a.s..

证明. 对任意的 C ∈ G ,应用 Fatou引理得∫
C

E
(
lim inf
n→∞

Xn|G
)
dP =

∫
C

lim inf
n→∞

XndP ≤ lim inf
n→∞

∫
C

XndP,

这便说明了 E
(
lim inf
n→∞

Xn|G
)
≤ lim inf

n→∞
E(Xn|G ), a.s..

定理 2.7 (Lebesgue控制收敛定理). 设 {Xn}和 X 是概率空间 (Ω,F ,P)上的积分存在的随
机变量, G 是 F 的子 σ-域,若 lim

n→∞
Xn = X ,且存在 Y ∈ L1(Ω),使得对任意的 n ≥ 1,都有

|Xn| ≤ Y, a.s.,则
lim
n→∞

E(Xn|G ) = E(X|G ), a.s..

证明. 由命题2.3知
|E(Xn|G )| ≤ E(|Xn||G ) ≤ E(Y |G ) ∈ L1(Ω).

对任意的 C ∈ G ,应用 Lebesgue控制收敛定理得∫
C

lim
n→∞

E(Xn|G )dP = lim
n→∞

∫
C

E(Xn|G )dP = lim
n→∞

∫
C

XndP =

∫
C

XdP,

这便说明了 lim
n→∞

E(Xn|G ) = E(X|G ), a.s..

定理2.5、2.6和2.7的证明过程说明了,条件期望是离不开期望的. 在处理条件期望的问
题时, 常常需要借助条件期望的定义转化为期望. 最后, 作为定理2.5的应用, 我们引出如下
的重要结论,其在随机过程中有应用.

命题 2.8. 设X,Y 是概率空间 (Ω,F ,P)上的随机变量, G 是F 的子 σ-域, X 和XY 的积分

存在,且 Y 关于 G 可测,则

E(XY |G ) = Y · E(X|G ), a.s..

证明. 用典型方法.

例 2.4. 设 {(Xn,Fn), n ≥ 0}是带流的随机过程, 也即对任意的 n ≥ 0, Xn 是关于 Fn 可测

的随机变量,且Fn ⊂ Fn+1. 设其期望为 0,方差为 σ2 < ∞. 若其是一个鞅差过程,也即对任
意的 n ≥ 0,都有

E(Xn+1|Fn) = 0, a.s.,

则其一定是一个白噪声过程,也即对任意的 n ≥ 0,都有

Cov(Xn, Xn+1) = 0.
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这是因为, Xn是关于Fn可测的,从而

E(XnXn+1|Fn) = Xn · E(Xn+1|Fn) = 0, a.s.,

对上式两边取期望得

Cov(Xn, Xn+1) = E[E(XnXn+1|Fn)] = 0.

3 离散时间鞅

3.1 离散时间鞅的定义

鞅 (Martingale)的概念来源于公平赌博. 在上一节的2.4中,所提到的鞅差过程也与鞅有
一定的联系.

定义 3.1 (离散时间鞅). 设 {(Xn,Fn), n ≥ 0} 是带流的随机过程, 也即对任意的 n ≥ 0, Xn

是关于Fn可测的随机变量,且Fn ⊂ Fn+1. 如果对任意的 n ≥ 0, Xn的积分存在,且

E(Xn+1|Fn) = Xn, a.s.,

则称 {Xn}为鞅. 如果将上式改为

E(Xn+1|Fn) ≤ Xn, a.s., 或 E(Xn+1|Fn) ≥ Xn, a.s.,

则分别称 {Xn}为上鞅或下鞅.

根据以上定义,若 {−Xn}为上鞅,则 {Xn}为下鞅,反之亦成立.

例 3.1 (公平赌博). 考虑简单的赌博模型,设本金为 X0,对 n ≥ 1,每次赌博的金额为 1元,收
益为 δn,且

P(δn = −1) = P(δn = 1) =
1

2
,

设经过 n次赌博后的本金为 Xn,则有

Xn+1 = X0 +
n+1∑
i=1

δi = Xn + δn+1.

记Fn = σ(X0, δ1, · · · , δn),则 Xn是关于Fn可测的,且Fn ⊂ Fn+1,并且

E(Xn+1|Fn) = E(Xn|Fn) + E(δn+1|F ) = Xn + Eδn+1 = Xn,

其中 Xn关于Fn可测, δn+1与Fn独立. 从而 {(Xn,Fn), n ≥ 0}是鞅.

在大致了解了鞅之后, 现在需要进一步研究鞅的性质. 以下通常用 {Xn} 表示鞅, 并且
记使得 X0, X1, · · · , Xn可测的最小 σ-代数

Fn = σ(X0, X1, · · · , Xn).
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命题 3.1 (期望). 设 {Xn} 为鞅, 则 EXn 为常数; 设 {Xn} 为上鞅, 则 {EXn} 单调递减; 设
{Xn}为下鞅,则 {EXn}单调递增.

证明. 对于鞅的情形,对任意的 n ≥ 0,都有

EXn+1 = E[E(Xn+1|Fn)] = EXn,

这便说明了 EXn为常数. 上鞅和下鞅的情形可以类似证明.

命题 3.2 (可加性). 设 {Xn}, {Yn}为鞅 (上鞅、下鞅),则 {Xn + Yn}也为鞅 (上鞅、下鞅).

证明. 对于鞅的情形,注意到

E(Xn+1 + Yn+1|Fn) = E(Xn+1|Fn) + E(Yn+1|Fn) = Xn + Yn,

因此 {Xn + Yn}为鞅,同理也可以证明上鞅和下鞅的情形.

命题 3.3 (最大值与最小值). 设 {Xn}和 {Yn}为鞅 (上鞅),则 {Xn ∧ Yn}为上鞅;设 {Xn}和
{Yn}为鞅 (下鞅),则 {Xn ∨ Yn}为下鞅.

证明. 首先,设 {Xn}和 {Yn}为鞅 (上鞅),计算得

E(Xn+1 ∧ Yn+1|Fn) ≤ E(Xn+1|Fn) ∧ E(Yn+1|Fn) ≤ Xn ∧ Yn,

因此 {Xn ∧ Yn}为上鞅;接下来,设 {Xn}和 {Yn}为鞅 (下鞅),计算得

E(Xn+1 ∨ Yn+1|Fn) ≥ E(Xn+1|Fn) ∨ E(Yn+1|Fn) ≥ Xn ∨ Yn,

因此 {Xn ∨ Yn}为下鞅.

命题 3.4 (凸函数). 设 {Xn}为鞅, f 为 R上的连续凸函数,如果每个 f(Xn)可积,则 {f(Xn)}
为下鞅;设 {Xn}为下鞅, f 是连续非降的凸函数,如果每个 f(Xn)可积,则 {f(Xn)}为下鞅.

证明. 设 {Xn}为鞅,根据 Jensen不等式得

E(f(Xn+1)|Fn) ≥ f(E(Xn+1|Fn)) = f(Xn),

因此 {f(Xn)}为下鞅;再设 {Xn}为下鞅,同样根据 Jensen不等式得

E(f(Xn+1)|Fn) ≥ f(E(Xn+1|Fn)) ≥ f(Xn),

因此 {f(Xn)}为下鞅.

回忆起在例2.4中定义了鞅差.

定义 3.2 (鞅差). 设 {(Xn,Fn), n ≥ 0}是带流的随机过程,也即对任意的 n ≥ 0, Xn 是关于

Fn可测的随机变量,且Fn ⊂ Fn+1. 如果对任意的 n ≥ 0, Xn的积分存在,且

E(Xn+1|Fn) = 0, a.s.,

则称 {Xn}为鞅差.
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事实上,设 {Xn}为鞅,若记 x0 = X0, xn+1 = Xn+1 −Xn(n ≥ 0),则有

Xn =
n∑

i=0

xi, 且 E(xn+1|Fn) = Xn −Xn = 0,

这便说明了 {xn}是鞅差. 反之,如果 {xn}是鞅差,也即对任意的 n ≥ 0,都有 E(xn+1|Fn) =

0,记

Xn =
n∑

i=0

xi,

则根据 x1, x2, · · · , xn关于Fn是可测的,知 Xn关于Fn是可测的,从而

E(Xn+1|Fn) = E(Xn + xn+1|Fn) = Xn,

这便说明了 {Xn}是鞅. 上面的过程说明了鞅和鞅差是可以一一对应的. 下面的定理就需要
用到这样的技巧.

定理 3.5 (Doob分解). 设 {Xn}是下鞅,则存在鞅 {Yn}及增过程 {Zn},使得

Xn = Yn + Zn.

证明. 记 x0 = X0, xn+1 = Xn+1 −Xn,则

E(xn+1|Fn) = E(Xn+1|Fn)−Xn ≥ 0.

记

z0 = 0, zn = E(xn|Fn−1) ≥ 0, Zn =
n∑

i=0

zi,

则 {Zn}是增过程,再记

y0 = x0, yn = xn − zn, Yn =
n∑

i=0

yi,

则 Xn = Yn + Zn,并且根据

E(yn+1|Fn) = E(xn+1|Fn)− E(xn+1|Fn) = 0

知 {yn}是鞅差,从而 {Yn}是鞅.

3.2 停时与上穿不等式

定义 3.3 (停时). 设 {Fn}是上升的 σ-域,也即对任意的 n ≥ 0,都有 Fn ⊂ Fn+1. 随机变量
T : Ω → {0, 1, 2, · · · },且对任意的 n ≥ 0,都有

{T = n} ∈ Fn,

则称 T 是 {Fn}的停时.

事实上, 注意到 {Fn} 是上升的, 在这里 {T = n} ∈ Fn 对任意的 n ≥ 0 成立, 等价于
{T ≤ n} ∈ Fn对任意的 n ≥ 0成立.
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例 3.2 (赌徒停止赌博的时间). 设 T 表示赌徒停止赌博的时间, T = n表示在经过 n次赌博

后赌徒停止赌博,则事件 {T = n}取决于前 n次赌博中所获得的信息Fn.

定义 3.4 (T 前 σ-域). 设 T 是停时,记

F∞ = σ

(
∞⋃
n=1

Fn

)
, FT = {A ∈ F∞ : A ∩ {T = n} ∈ Fn,∀n ≥ 0},

称FT 为 T 前 σ-域.

关于停时和 T 前 σ-域,有一些基本的性质.

命题 3.6 (可加性). 设 S, T 是停时,则 S + T 是停时.

证明. 根据

{S + T = n} =
n⋃

i=0

{S = i, T = n− i} =
n⋃

i=0

{S = i}{T = n− i} ∈ Fn,

知 S + T 是停时.

命题 3.7 (单调性). 设 S, T 是停时, S ≤ T ,则FS ⊂ FT .

证明. 任取 A ∈ FS ,则对任意的 n ≥ 0,都有

A ∩ {S ≤ n} = A ∩ {S ≤ T} ∩ {T = n} ∈ Fn,

从而 A = A ∩ {S ≤ T} ∈ FT .

定理 3.8 (Doob停止定理). 设 S, T 是有界停时,且 S ≤ T ,
(1) 设 {Xn}是鞅,则 E(XT |FS) = XS, a.s.;
(2) 设 {Xn}是上鞅,则 E(XT |FS) ≤ XS, a.s..

证明. 对于上鞅的情形,设 {Xn}是上鞅, S ≤ T ≤ N ,任取 A ∈ FS . 首先设 T = S + 1,对任
意的 0 ≤ i ≤ N ,记

Ai = A ∩ [S = i] ∩ [T ≥ i] ∈ Fi.

利用命题3.1,有∫
A

(XS −XT )dP =
N∑
i=0

∫
Ai

(Xi −Xi+1)dP ≥ 0 =⇒
∫
A

XSdP ≥
∫
A

XTdP;

接下来设 T > S + 1,令 Ri = S + i, 1 ≤ i ≤ T − S − 1,则 S ≤ R1 ≤ R2 ≤ · · · ≤ T ,且它们
之间间隔为 1. 应用上式可得∫

A

XSdP ≥
∫
A

XR1dP ≥
∫
A

XR2dP ≥ · · · ≥
∫
A

XTdP.
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从而,对任意的 S ≤ T ,及对任意的 A ∈ FS ,都有∫
A

XSdP ≥
∫
A

XTdP =

∫
A

E(XT |FS)dP,

这便说明了 E(XT |FS) ≤ XS, a.s.. 鞅的情形同理可证.

最后, 我们将介绍鞅的上穿不等式, 为此引入一些记号. 对于上鞅 {Xn}, 记 U b
a(k)表示

{X1, X2, · · · , Xk}上穿区间 [a, b]的次数. 为了更精确地描述 U b
a(k),记

T0 = inf{n ≥ 0, Xn ≤ a}, T1 = inf{n > T0, Xn ≥ b},

以及

T2i = inf{n > T2i−1|Xn ≤ a}, T2i+1 = inf{n > T2i|Xn ≥ b},

则 T2i 表示第 i + 1上穿区间 [a, b]的开始时间,而 T2i+1 表示第 i + 1上穿区间 [a, b]的结束

时间,并且 {Tn, n ≥ 0}为递增的停时序列. 从而,

{U b
a(k) = i} = {T2i−1 < k < T2i+1} ∈ Fk,

也即 U b
a(k)是关于Fk 可测的随机变量.

定理 3.9 (上穿不等式). 设 {Xn} 是上鞅, U b
a(k) 表示 {X1, X2, · · · , Xk} 上穿区间 [a, b] 的次

数,则
EU b

a(k) ≤
1

b− a
· E[(Xk − a)−].

证明. 由 {Xn}是上鞅知 EXT2i+1∧k ≤ EXT2i∧k,从而

0 ≥ E(XT2i+1∧k −XT2i∧k)

= E(XT2i+1∧k −XT2i∧k) ·
(
I{T2i≤k≤T2i+1} + I{k≥T2i+1}

)
≥ E(Xk − a) · I{T2i≤k≤T2i+1} + (b− a) · EI{k≥T2i+1}.

由于 {U b
a(k) ≥ i+ 1} ⊂ {k ≥ T2i+1},并且 {2i ≤ k ≤ 2i+ 1} ⊂ {U b

a(k) = i},因此

(b− a) · P(U b
a(k) ≥ i+ 1) ≤ E(Xk − a)− · I{Ub

a(k)=i},

在上式中对 i进行求和,可得

EU b
a(k) =

∞∑
i=0

P(U b
a(k) ≥ i+ 1) ≤ 1

b− a
· E(Xk − a)−.

这便完成了定理的证明.

3.3 鞅收敛定理

本节将介绍 Doob鞅收敛定理及其推论.
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定理 3.10 (Doob收敛定理). 设 {Xn}为上鞅,如果

sup
n≥0

E|Xn| < +∞,

则当 n → ∞时, Xna.s.收敛于一可积随机变量X∞. 进一步,若 {Xn}为非负上鞅,则对任意
的 n ≥ 0,有

E(X∞|Fn) ≤ Xn, a.s..

证明. 设 a, b ∈ Q,记
U b
a = lim

k→∞
U b
a(k)

表示 {Xn, n ≥ 0}上穿区间 [a, b]的次数,由定理3.9知

EU b
a ≤ 1

b− a
· sup
n≥0

E(Xn − a)− ≤ 1

b− a
·
(
a+ sup

n≥1
EX−

n

)
< +∞,

从而 U b
a 可积,并且 U b

a < +∞, a.s.. 记

Wa,b =
{
lim inf
n→∞

Xn < a
}
∪
{
lim sup
n→∞

Xn > b

}
, W =

⋃
a,b∈Q

Wa,b.

对于 Wa,b, 其表示 {Xn} 的下极限小于 a 且上极限大于 b 的部分, 在这两个条件下, {Xn}
极限不存在. 而对于 W , 其表示了 Xn 极限不存在的所有点. 由 Wa,b ⊂ {U b

a = +∞} 以及
U b
a < +∞, a.s.,知 P(Wa,b) = 0,从而 P(W ) = 0. 令

X∞(ω) =

0, ω ∈ W,

lim
n→∞

Xn(ω), ω ∈ Ω \W,

则 Xn → X∞, a.s., 且由 {Xn} 可积知 X∞ 可积. 进一步, 设 {Xn} 是非负上鞅, 对任意的
n ≥ 0,由定理2.6得

E(X∞|Fn) = E
(
lim
k→∞

Xk

∣∣∣Fn

)
≤ lim inf

k→∞
E(Xk|Fn) ≤ E(Xn+1|Fn) ≤ Xn, a.s..

也即 E(X∞|Fn) ≤ Xn, a.s..

命题 3.11. 设 {Xn}为上鞅,如果 {Xn}一致可积,也即

lim
c→∞

sup
n≥0

E(|Xn| · I|Xn|≥c) = 0,

则 Xna.s.且 L1收敛于一可积随机变量 X∞,且

E(X∞|Fn) ≤ Xn, a.s..

证明. 由 {Xn}一致可积知 sup
n≥0

E|Xn| < +∞,应用定理3.10知,存在可积随机变量 X∞,使得

Xn → X∞, a.s.,且
E(X∞|Fn) ≤ Xn, a.s..

并且由一致可积性知 Xn
L1

−→ X∞.
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