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1 简单的极限定理

1.1 服从弱大数定律的随机变量序列

首先要说明的是，所谓“大数定律”并不是某一条定律，而是一类问

题，用于刻画一列随机变量的收敛情况。

本节介绍服从弱大数定律的随机变量序列。

定义 1.1. 如果随机变量序列{Xn, n ∈ N}的部分和

Sn =
n∑

j=1

Xj

1
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满足
Sn − E(Sn)

n

P−→ 0 (1)

我们就称弱大数定律对序列{Xn, n ∈ N}成立

注 1.1. (1)式一个自然的推广如下：

Sn − an
bn

P−→ 0

其中{an}是一个实数列，{bn}是趋于无穷的一个正数列.

接下来我们将给出定理说明(1)式将会在何种情况下成立.在这之前，需

要补充一个定义.

定义 1.2. 如果随机变量X,Y ∈ L2(即具有有限的二阶矩),且

E(XY ) = E(X)E(Y ) (2)

则称它们不不不相相相关关关.

注 1.2. (2)式等价于

E{(X − E(X))(Y − E(Y ))} = 0,

即

Cov(X,Y ) = 0

这与不相关的另一种定义相符.

条件中的X,Y ∈ L2是必要的，它保证了E(X)与E(Y )有限，同时还保

证了E(XY )有限(由Cauchy-schwartz不等式)，这使得(2)式是有意义的.

定理 1.1. 如果序列{Xn, n ∈ N}不相关,且它们的二阶矩有共同的界，则(1)式

在L2中成立，因而也按概率成立.

证证证明明明. 首先考虑到序列{Xn, n ∈ N}与序列{Xn − E(Xn), n ∈ N}是一一对
应的，故不失一般性，我们可以设对每一个n，E(Xn) = 0.(否则考察Yn =

Xn − E(Xn)就好了) 因此我们简化为证明

Sn

n

P−→ 0

考虑到在上一章中，我们学习了如果序列{Xn, n ∈ N}是Lr收敛的，那

么它必依概率收敛. 故考虑序列Zn = Sn/n,那么E(Z2
n)→ 0即可得到Sn/n

P−→
0.下面我们证明E(S2

n) = o(n2).
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首先我们有

(3)

E(S2
n) = E((

n∑
j=1

Xj)
2)

= E(
n∑

j=1

X2
j + 2

∑
1≤j<k≤n

XjXk)

=
n∑

j=1

E(X2
j ) + 2

∑
1≤j<k≤n

E(XjXk).

注意到上式中有n2项，故即使有Xn ∈ L2, n ∈ N,即其中的所有项都

以一个固定的常数为上界，也仅能得出E(S2
n) = O(n2). 如果(3)中的”混合

项”可以消去那就好了. 这是可以办到的，因为序列{Xn, n ∈ N}不相关.

由不相关的定义，我们有E(XjXk) = E(Xj)E(Xk), 而由证明开头的假

设，E(Xn) = 0, n ∈ N，即知E(XjXk) = 0.

1.2 服从强大数定律的随机变量序列

类似定义1.1，我们有

定义 1.3. 当(1)式是几乎处处收敛时，即

Sn − E(Sn)

n

a.e.−→ 0 (4)

我们就称强大数定律对序列{Xn, n ∈ N}成立.

更进一步，可以通过证明几乎处处收敛加强定理1.1的结论. 下面这个

定理将引入一个神奇的方法——取子序列证明的方法.

定理 1.2. 在定理1.1的同样假设下，(4)式也成立.

证证证明明明. 不失一般性，我们仍然可以假设每一个n，E(Xn) = 0. 设Xn的二阶

矩的共同的界为M，由(3)式我们有

E(S2
n) ≤Mn,

由Chebyshev不等式，对任意的ε > 0，我们有

P(|Sn|> nε) ≤ Mn

n2ε2
=

M

nε2
.
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如果我们对上式直接求和，则上式右边的级数是发散的. 不过如果我们考虑

子列{n2}，则 ∑
n

P(|Sn2 |> n2ε) =
∑
n

M

n2ε2
<∞.

从而由Borel-Cantelli引理，我们有

P(|Sn2 |> n2ε i.o.) = 0. (5)

又考虑到第四章的一个定理，上式等价于

Sn2

n2
→ 0 a.e. (6)

于是我们就对一个子列证明了我们想要的结果;

现在我们需要证明Sk与最近的Sn2之间的差别小得可以忽略.

对每个n，令

Dn = max
n2≤k<(n+1)2

|Sk − Sn2 |,

则有

E(D2
n) ≤

(n+1)2∑
k=n2+1

E(|Sk − Sn2 |2)

≤ 2nE(|S(n+1)2 − Sn2 |2)

= 2n

(n+1)2∑
i=n2+1

E(X2
i )

≤ 4n2M

从而由Chebyshev不等式，

P(|Dn|> n2ε) ≤ 4n2M

n4ε2
=

4M

n2ε2
.

完全类似上面的步骤，对上式求和后用Borel-Cantelli引理即得

Dn2

n2
→ 0 a.e.

又因为对n2 ≤ k < (n + 1)2有

|Sk|
k
≤ |Sn2 |+Dn

n2

即对任意的n证明了结论.
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这两个定理说明了不相关且二阶矩有限的随机变量序列既服从弱大数

定律也服从强大数定律. 实际上，对任意的随机变量序列{Xn, n ∈ N}，如
果E(X2

n)→ 0，则序列服从弱大数定律但未必满足强大数定律.(留作练习)

强大数定律应用的一个重要例子是通过所谓”正规数”来表述的.

定义 1.4. 将[0, 1]中的每个实数展开为通常的十进制小数

ω = 0.x1x2 . . . xn . . . (7)

规定有限小数的展开使用”有限”的表示形式. 对固定的k : 0 ≤ k ≤ 9，

令vnk表示ω的前n位数字中等于k的数字个数. 考虑极限

lim
n→∞

vnk (ω)

n
= ϕk(ω), (8)

若该极限对每个k都存在且等于1/10，则ω称为简简简单单单正正正规规规数数数.

下面这个由Borel给出的定理说明了一个神奇的论断:几乎每一个数都是

正规的.

定理 1.3. 除一个测度为零的Borel集外，[0, 1]中的每一个数都是简单正规

数.

证证证明明明. 考虑(7)式，显然序列{xn, n ∈ N}是独立随机变量的一个序列，且有

P(xn = k) =
1

10
, k = 0, 1, . . . , 9

现对固定的k我们定义随机变量Xn为集合{ω|xn(ω) = k}的示性函数，则E(X2) =

E(X) = 1
10
，且

Sn =
n∑

i=1

Xi(ω)

即为定义1.4中的vnk . 显然{Xn}不相关且具有有限的二阶矩，故可使用定
理1.2得到

Sn

n

a.e.−→ 1

10

沿用(8)中的记号，对于每个k我们得到了P(ϕk = 1
10

) = 1.因而有

P(
9⋂

k=0

(ϕk =
1

10
)) = 1

这意味着简单正规数集的测度为1.
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2 弱大数定律

2.1 Khinchin弱大数定律

上一节的形如(1)(4)的大数定律仅包含一阶矩，但我们的几个定理都

对随机变量序列的二阶矩有所要求. 下面介绍一种不对二阶矩作任何要求

的弱大数定律. 为此需要引进新的工具——由Khinchin引进的等价序列或

由Lyapunov引进的特征函数.

定义 2.1. 设随机变量X的分布函数为F (x)，将

f(t) =

∫ ∞
−∞

eitxdF (x)

称为X的特征函数.

定义 2.2. 如果 ∑
n

P(Xn 6= Yn) <∞

就称随机变量序列{Xn}和{Yn}等等等价价价.

等价的随机变量具有一些优秀的性质，比如

命题 2.1. 如果{Xn}和{Yn}等价，an ↑ ∞，那么

1. 1
an

n∑
i=1

(Xi − Yi)→ 0;

2. 若 1
an

n∑
i=1

Xi依概率收敛于X，那么 1
an

n∑
i=1

Yi也依概率收敛于X.

证证证明明明. 仅提供思路. 1由Borel-Cantelli引理证明，2由1证明.

有了工具，我们就可以着手了解本节开头提到的弱大数定律了.

定理 2.1. 设{Xn}是两两独立且同分布并具有有限均值m的随机变量序列，

则我们有
Sn

n

P−→ m (9)

证证证明明明. 由E的有界性和同分布,有∑
n

P(|Xn|> n) <∞ (10)
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我们引进一列随机变量{Yn}满足

Yn(ω) =

Xn(ω), |Xn(ω)|≤ n;

0, |Xn(ω)|> n.

因为P(|Xn|> n) = P(Xn 6= Yn)，故由(10){Xn}和{Yn}等价.这样”截断”的

好处是，对每一个n，Yn都是有限的，故Yn有有限的二阶矩.

考虑随机变量Zn = Yn − E(Yn)，那么对每一个n，Zn有有限的二阶矩

且它们不相关。从而可以对Zn使用定理5.1.1得到

n∑
i=1

(Yi − E(Yi))

n
→ 0(按概率)

当n→∞时有E(Yn)→ E(X) = m，因此有

1

n

n∑
i=1

E(Yi)→ m

结合命题2.1即得结论.

也可以用特征函数轻松地证明.

记fn(t) = Eexp{itSn−nm
n
}，则有

fn(t) =
n∏

k=1

Eexp{itXk −m

n
} = (Eexp{itXk −m

n
})n

由于E(X −m) = 0，所以由特征函数在t = 0处的taylor展开知对任何t ∈ R，
都有

Eexp{itXk −m

n
} = 1 + o(

t

n
)

从而立得

fn(t) = (1 + o(
t

n
))n → 1, n→∞

这等价于Sn−nm
n

P−→ 0.(这一步的等价性实际上要借助依概率收敛于常数和

依分布收敛的等价性和连续性定理得到.)
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2.2 完全独立随机变量的弱大数定律

对于完全独立的随机变量，其最一般形式的弱大数定律的充分必要条

件是已知的.

定理 2.2. 设{Xn}是独立随机变量的一个序列，其分布函数为{Fn}，且Sn =∑n
i=1 Xi.设{bn}是单调递增趋于+∞的一列给定的实数.下面3个式子

1.

lim
n→∞

n∑
i=1

P(|Xi|≥ bn) = 0;

2.

lim
n→∞

1

b2n

n∑
i=1

VarXiI{|Xi|<bn};

3.

an =
n∑

i=1

EXiI{|Xi|<bn}.

等价于
Sn − an

bn

P−→ 0. (11)

证证证明明明. 只证充分性.对任给的ε > 0，由Chebyshev不等式和2式知

P(
1

bn
|

n∑
i=1

XiI{|Xi|<bn}−EXiI{|Xi|<bn}|≥ ε) ≤ 1

ε2b2n

n∑
i=1

VarXiI{|Xi|<bn}→ 0.

此式和定理中第3式共同蕴含

1

bn
(

n∑
i=1

XiI{|Xi|<bn} − an)
P−→ 0. (12)
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与此同时，由定理中第1式，对任给的ε ∈ (0, 1)，有

P(
1

bn
|Sn −

n∑
i=1

XiI{|Xi|<bn}|≥ ε)

= P(
1

bn
|

n∑
i=1

XiI{|Xi|≥bn}|≥ ε)

≤ P(|
n∑

i=1

I{|Xi|≥bn}|≥ ε)

≤ P(
n⋃

i=1

(|Xi|≥ bn))

≤
n∑

i=1

P(|Xi|≥ bn)→ 0.

这又说明了
1

bn
(Sn −

n∑
i=1

XiI{|Xi|<bn})
P−→ 0. (13)

(12)(13)共同说明了充分性. 必要性的证明及其艰巨，在此略过.

在本节结束之前，我们给出一个弱大数定律成立而强大数定律不成立

的例子来作为定理2.2的应用.

例 1. 设{Xn}是具有共同分布函数F的随机变量，满足

P(X1 = n) = P(X1 = −n) =
c

n2 log n
, n = 3, 4, . . .

其中c为常数
1

2
(
∞∑

n=3

1

n2 log n
)−1

那么{Xn}满足弱大数定律但不满足强大数定律.

证证证明明明. 由对称性，EX = 0，故an = 0.

n∑
i=1

P(|Xi|≥ n) = n
∑
k>n

c

k2 log k
∼ c

log n

1

n2

n∑
i=1

VarXiI{|Xi|<n} =
1

n2
· n ·

n∑
k=3

ck

k log k
∼ c

log n

从而{Xn}满足定理2.2的前两式，所以有Sn/n
P−→ 0.
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但另一方面，我们有

P(|X1|> n) ∼ c

n log n
,

又由同分布知 ∑
n

P(|Xn|> n) =∞.

故由Borel-Cantelli引理知

P(|Xn|> n i.o.) = 1

而|Sn − Sn−1|= Xn > n蕴含|Sn|> n/2或|Sn−1|> n/2，故有

P(|Sn|>
n

2
i.o.) = 1

这说明Sn/n不可能几乎处处收敛于0.

3 一个重要不等式

在开始学习强大数定律之前，我们先了解一个在强大数定律的研究中

起着重要作用的不等式——Kolmogorov不等式.

定理 3.1 (Kolmogorov). 设{Xn}是一列相互独立的随机变量，满足

EXk = 0, EX2
k <∞, 1 ≤ k ≤ n.

则对任意的ε > 0，都有

P( max
1≤k≤n

|Sk|> ε) ≤ E(S2
k)

ε2
.

证证证明明明. 记

Λ = ( max
1≤k≤n

|Sk|> ε);

Λ1 = (|S1|> ε), Λk = ( max
1≤j<k

|Sj |< ε, |Sk|> ε)

显然Λk两两不交，且Λ =
n⋃

k=1

Λk.因此我们还有I(Λ) =
n∑

k=1

I(Λk)和P(Λ) =

n∑
k=1

P(Λk).所以

E(S2
n) ≥ E(S2

nI(Λ)) =
n∑

k=1

E(S2
nI(Λk))
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又由于{Xn}是相互独立的，所以SkI(Λk)与Sn − Sk独立.从而

E(S2
nI(Λk)) = E((Sn − Sk + Sk)2I(Λk))

= E(S2
kI(Λk)) + E((Sn − Sk)2I(Λk))

≥ E(S2
kI(Λk))

≥ ε2P(Λk).

综合上式即得

E(S2
n) ≥

n∑
k=1

E(S2
nI(Λk)) ≥

n∑
k=1

ε2P(Λk) = ε2P(Λ).


