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1 一般定义

设 B 是实数域 R 上的 (线性)Borel 域, 在扩张实数域 R∗ := R ∪ {−∞} ∪ {+∞} 上我们
定义扩张的 Borel 域 B∗ := σ(B ∪ {{−∞}} ∪ {{+∞}}).

1.1 随机变量

定义 1.1. 给定概率空间 (Ω,F ,P),∆ ∈ F , 称广义实值函数 X : ∆ → R∗ 为一个广义实值随
机变量, 如果

∀B ∈ B∗[{ω : X(ω) ∈ B} ∈ ∆ ∩ F ],

其中 ∆ ∩ F 称为 ∆ 在 F 中的迹.
一个复值随机变量是一个定义在 F 中的一个集合 ∆ 上而在复平面中取值的函数, 其实

部和虚部都是有限实值随机变量.

注 1.1. 在讨论基本性质时, 我们假设 ∆ = Ω, 并且其以概率 1 取有限值. 在没有特别注明的情
况下, 我们所说的随机变量都是指这种特殊的随机变量, 记为 r.v..

注 1.2. 设 X : Ω → R, 它是一个随机变量当且仅当

∀B ∈ B, X−1(B) := {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F ,

换言之, 当且仅当可测集的原像可测. 我们也经常使用更简单的符号来表述这一结果:

X−1(B) ⊂ F .

下面是集合论的一些结果:

命题 1.1. 设函数 X : Ω → R(R∗),A 是任意的指标集.Bα, B ⊂ R(R∗), ∀α ∈ A, 则有

X−1(Bc) = (X−1(B))c

X−1

(⋂
α∈A

Bα

)
=
⋂
α∈A

X−1(Bα)

X−1

(⋃
α∈A

Bα

)
=
⋃
α∈A

X−1(Bα).

下面的定理给出了一个函数是否是随机变量的判据:
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1.2 概率分布和分布函数

定理 1.1. X 是一个随机变量, 当且仅当对每个实数 x 或者对 R 的某个稠密子集中的所有 x,
有

{ω : X(ω) ≤ x} ∈ F .

证明. 当 X 是随机变量时, 自然有

{ω : X(ω) ≤ x} ∈ F , ∀x ∈ R.

反之, 如果有上述结果成立, 即

X−1((−∞, x]) ∈ F , ∀x ∈ R.

我们考虑集族
C := {S : X−1(S) ∈ F}.

那么 C 是一个 Borel域,并且包含所有形如 (−∞, x]的集合.又因为B 是包含 (−∞, x], x ∈ R
的最小的 Borel 域, 所以 B ⊂ C . 故

X−1(B) ⊂ X−1(C ) ⊂ F .

所以 X 是一个随机变量.

注 1.3. 对于广义实值随机变量的情形, 只需考虑到

{ω : X(ω) ≤ x} = {ω : −∞ ≤ X(ω) ≤ x}

即可.

1.2 概率分布和分布函数

定义 1.2. 给定概率空间 (Ω,F ,P), 以及随机变量 X : Ω → R, 则 P ◦X−1 定义了 (R,B) 上
的一个概率测度, 称为随机变量 X 是概率分布测度. 定义

F (x) := (P ◦X−1)((−∞, x]) = P{X ≤ x},

称为随机变量 X 的分布函数.

在上一讲中, 我们已经证明了如下结果

定理 1.2. (R,B) 上的概率测度与分布函数一一对应.

因此可以认为分布函数与概率分布测度所反映出来的随机变量 X 的信息是等价的. 我们
自然地问: 这些信息能否完全刻画随机变量 X? 或者更精确地说, 给定一个概率分布测度或着
一个分布函数, 是否能唯一确定概率空间 (Ω,F ,P) 上的一个随机变量? 答案是否定的, 一个
显然的反例如下:

例 1.1. 设 U = (0, 1],B′ := B ∩ U ,m 是 Lebesgue 测度, 则 (U ,B′,m) 是概率空间. 在其上
考虑函数 X : [0, 1] → R, x 7→ x,Y : [0, 1] → R, x 7→ 1− x. 那么

FX(y) = P{X ≤ y} = y = P{Y ≤ y} = FY (y).

因此 X,Y 具有相同的分布, 其共同的概率分布测度恰好为 Lebesgue 测度 m.

定义 1.3. 具有相同分布的随机变量称为是同分布的.
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1.3 从旧的随机变量构造新的随机变量

定义中所说的“同分布”显然定义了给定概率空间上随机变量全体的一个等价关系.那么,
当我们给定了一个分布, 是否一定存在概率空间上的一个随机变量使其满足给定分布呢？答案
显然是否定的.

例 1.2. 考虑最简单的情形. 设 {pt} 是单点空间, 那么其上只有唯一一个 Borel 域 {∅, {pt}}.
在其上赋予测度 P(∅) = 0,P({pt}) = 1, 则 ({pt}, {∅, {pt}},P) 是一个概率空间. 其上的随机
变量 X : {pt} → R 只能有分布函数

F (x) =

1, x ≥ X(pt),

0, x < X(pt).

由此, 让我们来提一些问题:

• 有没有一个概率空间，使得任意的分布函数都能找到一个随机变量使得其满足给定的分
布函数？

• 什么样的概率空间可以使得任意的分布函数都能找到一个随机变量使得其满足给定的分
布函数？

• 给定一个分布函数，什么样的概率空间上不存在/存在随机变量满足这一分布函数？

• 有没有一个分布函数，如果这个概率空间上存在一个随机变量满足这一分布函数，那么
对一系列的分布函数都存在相应的随机变量满足对应的分布函数?

1.3 从旧的随机变量构造新的随机变量

在本小节中我们将讨论构造随机变量的方法.
注意到一个可测空间上的实值函数是否是随机变量与该空间上赋予何种测度无关, 所以

有如下定理:

定理 1.3. 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的 Borel 可测函数,f 是 (R,B) 上的随机变量. 那么
f(X) 是一个随机变量.

在初等概率论中, 我们经常遇到对于两个随机变量 X,Y , 考虑 X + Y,X − Y 等情形. 为
了能够一次性的给出这些函数是随机变量的论断, 我们考虑上述定理在随机向量情形的推广.

在 Rn 上的标准的 Borel 域 Bn 是由形如

{(x1, · · · , xn) : a1 < x1 ≤ b1, · · · , an < xn ≤ bn}

的集合所构造成的集族所生成的 Borel 域. 或者, 等价地, 认为它是由形如

B1 ×B2 × · · · ×Bn := {(x1, · · · , xn) : xi ∈ Bi}, Bi ∈ B

的集合所构成的集族所生成的 Borel 域. 现在考虑函数 f : Rn → R, 如果有 f−1(B) ⊂ Bn, 则
称 f 是 n 元 Borel 可测函数.
现在, 让我们考虑概率空间 (Ω,F ,P) 上的 n 个随机变量 X1, · · · , Xn, 我们形式地将其放

在一起, 写为 (X1, · · · , Xn), 称其为 n 维随机向量. 那么它诱导了 (Rn,Bn) 上的一个概率测
度, 其定义为

ν(A) := P{(X1, · · · , Xn) ∈ A},

其中,{(X1, · · · , Xn) ∈ A} := {ω ∈ Ω : (X1(ω), · · · , Xn(ω)) ∈ A}.
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1.3 从旧的随机变量构造新的随机变量

命题 1.2. 设 (Ω,F ,P)是一个概率空间,f : Rn → R是 n元 Borel可测函数.设 (X1, · · · , Xn)

是概率空间 Ω 上的随机向量, 那么 f(X1, · · · , Xn) 也是随机变量.

证明. 为了证明这一结果, 我们只要说明

(X1, · · · , Xn)
−1f−1(B) ⊂ F

即可. 因为 f 是 Borel 可测的, 所以有 f−1(B) ⊂ Bn, 因此, 我们只要证明

(X1, · · · , Xn)
−1(Bn) ⊂ F

即可. 为此, 我们只需证明 Bn 的生成元在 (X1, · · · , Xn)
−1 的作用下都落在 F 之中即可.

设 B = B1 ×B2 × · · · ×Bn ∈ Bn, 那么

(X1, · · · , Xn)
−1(B) =

n⋂
k=1

X−1
k (Bk) ∈ F ,

因此对于 Bn 结论是对的. 又由命题1.1可知,(X1, · · · , Xn)
−1(Bn) ⊂ F .

我们引入符号
X ∧ Y := max{X,Y }, X ∨ Y := min{X,Y }

注意到连续函数自然是 Borel 可测函数, 所以有

命题 1.3. 设 X,Y 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 那么 X − Y,X + Y,X · Y,X/Y,X ∧
Y,X ∨ Y 都是随机变量.

下面我们考虑有一列随机变量的情形.

命题 1.4. 设 {Xn}∞n=1 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的一列随机变量, 那么

inf
n∈N

Xn, sup
n∈N

Xn, lim sup
n→∞

Xn, lim inf
n→∞

Xn

也是随机变量 (尽管未必以概率 1 取有限值).

证明. 证明第一个结论即可. 根据定理1.1, 我们只需证明对任意的 x ∈ R, 有

{ω ∈ Ω : inf
n∈N

Xn ≤ x} ∈ F , ∀x ∈ R

即可. 根据定义, 有

{ω ∈ Ω : inf
n∈N

Xn ≤ x} =
⋃
n∈R

{ω ∈ Ω : Xn(ω) ≤ x} ∈ F .

故 infn∈N Xn 可测.

如果我们考虑
∆ := {ω ∈ Ω : lim sup

n→∞
Xn(ω) = lim inf

n→∞
Xn(ω)},

那么 lim
n→∞

Xn 就是 ∆ 上的随机变量.
最后我们以一类随机变量来结束本节, 他们相当于实变函数论中的简单函数, 对于研究随

机变量有着重要作用.

定义 1.4. 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 如果存在可数集 B ⊂ R, 使得 P(X ∈
B) = 1, 则称 X 为离散型随机变量.
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2 随机变量的期望和矩

注 1.4. 离散型随机变量的分布函数是离散型分布函数.

注 1.5. 离散型随机变量的值域未必是离散的.

定义 1.5. 设 Ω 是一个集合,∆ ⊂ Ω, 定义

I∆(x) =

1, x ∈ ∆,

0, x /∈ ∆

称为 ∆ 的示性函数.

设 Ω 上有有一个可数的分划 {Λj}, 即⋃
j

Λj = Ω,Λi ∩ Λj = ∅, i 6= j.

此时有
1 = IΩ =

∑
j

IΛj
.

定义加权划分 {Λj , bj}, 其对应了一个随机变量

φ(ω) =
∑
j

bjIΛj
(ω), ∀ω ∈ Ω.

这是一个离散型随机变量. 对于任意的离散型随机变量, 假如 {bj} 恰为定义中的可数集 B, 那
么考虑 Λj := {ω : X(ω) = bj}, 则

X(ω) =
∑
j

bjIΛj
(ω), a.s.ω ∈ Ω.

如果值域 B 是有限值, 则称随机变量 X 是简单的. 这就是对应于实变函数论中的简单函数.

2 随机变量的期望和矩

2.1 期望 & 实变函数回顾

定义 2.1. 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 那么它的期望定义为

E(X) :=

∫
Ω

X(ω)P(dω).

有时候我们会记 ∫
Ω

XdP :=

∫
Ω

X(ω)P(dω).

对于 F 中的每个集合 Λ, 我们可以定义∫
Λ

XdP =

∫
Ω

X · IΛdP.

由于概率空间是有限的测度空间, 所以其具有一些一般测度空间不具有的性质. 下面是关
于

定理 2.1. (1) 设 X 是一个非负随机变量, 则存在一列递增的简单 (离散) 随机变量 {Xn}, 使
得

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω), ∀ω ∈ Ω,
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2.1 期望 & 实变函数回顾

且
lim
n→∞

E(Xn) = E(X).

(2) 可积等价于绝对可积.
(3) 积分是线性的.
(4)(对于集的可加性). 如果 Λn 互不相交, 则∫

∪
n Λn

XdP =
∑
n

∫
Λn

XdP.

(5)(积分是正线性泛函). 如果在 Λ 上,X ≥ 0 几乎处处成立, 则∫
Λ

XdP ≥ 0.

(6)(单调性). 如果在 Λ 上,X1 ≤ X ≤ X2 几乎处处成立, 那么有∫
Λ

X1dP ≤
∫
Λ

XdP ≤
∫
Λ

X2dP.

(7)(中值定理). 如果在 Λ 上,a ≤ X ≤ b 几乎处处成立, 则

aP(Λ) ≤
∫
Λ

XdP ≤ bP(Λ).

(8)(模不等式). ∣∣∣∣∫
Λ

XdP
∣∣∣∣ ≤ ∫

Λ

|X|dP.

(9)(控制收敛定理). 如果 lim
n→∞

Xn = X 在 Λ 上几乎处处成立或者依测度成立, 并且
|Xn| ≤ Y 在 Λ 上几乎处处成立,

∫
Λ
Y dP < ∞, 则

lim
n→∞

∫
Λ

XndP =

∫
Λ

XdP =

∫
Λ

lim
n→∞

XndP.

(10)(有界收敛定理). 如果 lim
n→∞

Xn = X 在 Λ 上几乎处处成立或者依测度成立, 且存在
常数 M , 使得 |Xn| ≤ M, ∀n. 则

lim
n→∞

∫
Λ

XndP =

∫
Λ

XdP =

∫
Λ

lim
n→∞

XndP.

(11)(单调收敛定理). 设 Xn 是非负随机变量 (几乎处处意义下), 如果 Xn ↑ X 几乎处处
成立, 则

lim
n→∞

∫
Λ

XndP =

∫
Λ

XdP =

∫
Λ

lim
n→∞

XndP.

(12)(积分与求和换序). 如果 ∑
n

∫
Λ

|Xn|dP < ∞,

则
∑

n |Xn| < ∞, 所以
∑

n Xn 几乎处处收敛, 且有∫
Λ

∑
n

XndP =
∑
n

∫
Λ

XndP.

(13)(Fatou 引理). 设 Xn 是非负随机变量, 则∫
Λ

lim inf
n→∞

XndP ≤ lim inf
n→∞

∫
Λ

XndP.
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2.1 期望 & 实变函数回顾

下面我给出一个有启发性的结果

定理 2.2. 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 则
∞∑

n=1

P{|X| ≥ n} ≤ E(|X|) ≤ 1 +
∞∑

n=1

P{|X| ≥ n}.

证明. 定义 Λn := {ω : n ≤ |X| < n+ 1}, 则
⋃

n Λn = Ω, 故

E(|X|) =
∑
n

∫
Λn

|X|dP.

所以
∞∑

n=1

nP{n+ 1 > |X| ≥ n} ≤ E(|X|) ≤
∞∑

n=0

(n+ 1)P{n+ 1 > |x| ≥ n}

=
∞∑

n=0

P{n+ 1 > |X| ≥ n}+
∞∑

n=1

nP{n+ 1 > |X| ≥ n}

= 1 +
∞∑

n=1

nP{n+ 1 > |X| ≥ n}.

运用 Abel 求和公式, 有
N∑

n=1

nP{n+ 1 > |X| ≥ n} =
N∑

n=1

n(P{|X| ≥ n} − P{|X| ≥ n+ 1})

=
N∑

n=1

P{|x| ≥ n} −NP{|X| ≥ N + 1}

于是有

N∑
n=1

P{|x| ≥ n} −NP{|X| ≥ N + 1} =
N∑

n=1

nP{n+ 1 > |X| ≥ n} ≤
N∑

n=1

P{|x| ≥ n}

如果 E(|X|) = ∞, 那么所要证的第一个不等号自然成立; 对于第二个不等号只需注意到有上
面的不等式成立即可.
如果 E(|X|) < ∞, 那么

0 ≤ NP{|X| ≥ N + 1} ≤
∫
|X|≥N+1

|X|dP.

又因为
lim

N→∞

∫
|X|≥N+1

|X|dP = 0,

所以
∞∑

n=1

nP{n+ 1 > |X| ≥ n} =
∞∑

n=1

P{|x| ≥ n}.

所以
∞∑

n=1

P{|X| ≥ n} ≤ E(|X|) ≤ 1 +
∞∑

n=1

P{|X| ≥ n}.

推论 2.1. 特别的, 如果 X 只取整数值, 则

E(|X|) =
∞∑

n=1

P{|X| = n}.
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2.2 一个公式

2.2 一个公式

本小节的目的是建立起一个运用随机变量的概率分布测度 P◦X−1 来重写的积分公式.定
理的表述如下:

定理 2.3. 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量,f 是一个 Borel 可测函数, 那么随机变
量 f(X) 的期望具有如下的计算公式:

E(f(X)) =

∫
Ω

f(X)dP =

∫
R
fd(P ◦X−1) =

∫ +∞

−∞
f(x)dFX(x).

证明. 我们运用典型方法证明. 设 B ∈ B,IB 是示性函数, 那么∫
Ω

IB(X)dP =

∫
X∈B

dP = P{X ∈ B} = P(X−1(B)) =

∫
R
IBd(P ◦X−1).

设有 (R,B,P) 上的带权划分 {Λj , nj}, 则可以定义 Borel 可测函数 (同时也是离散型随机变
量)

f(x) =
∑
j

bjIΛj
(x), ∀x ∈ R.

此时, ∫
Ω

f(X)dP =

∫
Ω

∑
j

bjIΛj
(x)dP =

∑
j

bj

∫
Ω

IΛj
dP

=
∑
j

∫
R
bjIΛj

d(P ◦X−1) =

∫
R
fd(P ◦X−1).

现在, 考虑任意的正 Borel 可测函数 f , 令 {fm} 是递增的离散型随机变量列, 且 fm → f . 根
据单调收敛定理, 有∫

Ω

f(X)dP = lim
m→∞

∫
Ω

fm(X)dP = lim
m→∞

∫
R
fmd(P ◦X−1) =

∫
R
fd(P ◦X−1).

最后考虑 f = f+ − f− 即可.

对于 n 元 Borel 函数, 也有类似的结论成立, 为了方便, 我们记

µ := P ◦ (X1, · · · , Xn)
−1.

定理 2.4. 设 (X1, · · · , Xn) 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机向量,f 是一个 n 元 Borel 可测函
数, 那么随机变量 f(X) 的期望具有如下的计算公式:

E(f(X)) =

∫
Ω

f(X)dP =

∫
R
fdµ.

2.3 矩和常用不等式

定义 2.2. 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量,a ∈ R, r > 0, 称 E(|X − a|r) 为 X 的以
a 为中心的 r 阶矩. 如果取 a = E(X), 则称此时对应的矩为中心矩. 当 r = 2 时, 对应的中心
矩称为方差, 记为 Var(X); 其正 (非负) 平方根称为标准差.

推论 2.2. 设 X 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 则

E(|X − a|r) =
∫ ∞

−∞
|x− a|rdFX(x).
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2.3 矩和常用不等式

注 2.1. 这一个计算公式表明了我们所研究的矩只与随机变量的分布函数有关. 注意到随机变
量与分布函数并不是一一对应的, 由此可以想见, 即使知道了所有的矩量, 也不能确定一个随
机变量.

推论 2.3. Var(X) ≤ E(X2).

证明. 根据定义, 有

Var(X) = E(|X − E(X)|2)

= E(|X|2 − 2XE(X) + |E(X)|2)

= E(|X|2)− (E(X))2 ≤ E(|X|2).

定理 2.5 (Chebyshev 不等式). 设 φ 是定义在 (0,+∞) 上的严格正值增函数. 那么对于随机
变量 X, 如果 E(φ(X)) < ∞, 则有

P{|X| ≥ u} ≤ E(φ(X))

φ(u)

证明. 直接估计即可:

E(φ(X)) ≥
∫
|X|≥u

φ(X)dP ≥ φ(u)P{|X| ≥ u}.

这一不等式给出了截断后尾项大小的估计.
下面, 我们给出一系列 Lp 空间中的不等式, 为此我们需要先证明 Jensen 不等式.

引理 2.1 (凸函数的支撑直线). 设 Φ(u)是 [α, β]上的下凸函数,那么对任意的 γ ∈ (α, β),Φ(γ)
的左右导数存在. 并且对于介于左导数 Φ′

−(γ) 和 Φ′
+(γ) 的实数 k, 有

Φ(u)− Φ(γ) ≥ k(u− γ), ∀u ∈ [α, β].

并称直线 ℓ : u 7→ Φ(γ) + k(u− γ) 为 Φ 在点 (γ,Φ(γ)) 的支撑直线.

证明. 根据凸函数的定义, 对于任意的 γ1 > γ2, 有
Φ(γ1)− Φ(γ)

γ1 − γ
>

Φ(γ2)− Φ(γ)

γ2 − γ
.

所以函数

φ(η) =
Φ(η)− Φ(γ)

η − γ
, η ∈ [α, β] \ {γ}

是单调递增函数,因此,它在 γ 处的左右极限存在,因此 Φ在点 γ 的左右导数存在,并且有,对
于任意的 γ2 < γ 和 γ1 > γ,

Φ(γ2)− Φ(γ)

γ2 − γ
≤ Φ′

−(γ) ≤ Φ′
+(γ) ≤

Φ(γ1)− Φ(γ)

γ1 − γ
.

所以, 对于 k ∈ R, 满足 Φ′
−(γ) ≤ k ≤ Φ+(γ), 有

Φ(γ2)− Φ(γ)

γ2 − γ
≤ k ≤ Φ(γ1)− Φ(γ)

γ1 − γ
.

因此,
Φ(u)− Φ(γ) ≥ k(u− γ), ∀u ∈ [α, β].
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2.3 矩和常用不等式

定理 2.6 (带权 Jensen 不等式). 设 Φ(u) 是 [α, β] 上的下凸函数,f : [a, b] → [α, β], 非负可积
函数 p(x) : [a, b] → R 满足

P =

∫ b

a

p(x)dx > 0.

那么有

Φ(
1

P

∫ b

a

f(x)p(x)dx) ≤ 1

P

∫ b

a

Φ(f(x))p(x)dx.

证明. 设

γ =
1

P

∫ b

a

f(x)p(x)dx,

则 γ ∈ [α, β], 当 γ 取端点值时, 不等式显然成立 (γ = β 时显然取等). 假设 γ ∈ (α, β), 并令
(γ,Φ(γ)) 处的支撑直线斜率为 k, 则有

Φ(u)− Φ(γ) ≥ k(u− γ).

将 u = f(x) 代入, 得

Φ((f(x)))p(x)− Φ(γ)p(x) ≥ kp(x)(f(x)− γ).

然后在 [a, b] 上积分, 有∫ b

a

Φ((f(x)))p(x)dx− Φ(
1

P

∫ b

a

f(x)p(x)dx) ≥ 0,

所以

Φ(
1

P

∫ b

a

f(x)p(x)dx) ≤ 1

P

∫ b

a

Φ(f(x))p(x)dx..

注 2.2. 注意到证明过程中并没有用到 Φ 定义在有限区间这件事, 因此对于 R 上的下凸函数,
不等式也成立. 同样的, 也没有依赖于在哪个空间积分这个事情, 所以对任意测度空间上, 带权
Jensen 不等式也成立.

定理 2.7 (Lyapunov 不等式).

E(|X|r)1/r ≤ E(|X|r
′
)1/r

′
, 1 < r < r′ < ∞.

证明. 我们证明
E(|X|r)r

′/r ≤ E(|X|r
′
) = E(|X|r·(r

′/r)).

注意到函数 Φ(x) = xr′/r 是下凸函数, 运用不带权的 Jensen 不等式 (此时需要测度空间为概
率空间) 即可.

定理 2.8 (Hölder 不等式). 设 p, q > 0, 1/p+ 1/q = 1, 则对于随机变量 X,Y , 有

E(|XY |) ≤ (E(|X|p))1/p(E(|Y |q))1/q.

证明. 可以将这个不等式看成带权的 Lyapunov 不等式.
我们用带权的 Jensen 不等式证明. 如果 |X|, |Y | 中有一个期望为 0, 那么不等式两边都是

0,结论成立.现在,假设 |X|, |Y |的期望都大于 0,如果 E(|X|p)与 E(|Y |q)中有一个取到无穷,
那么不等式也显然成立.
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2.3 矩和常用不等式

所以假设,|X|, |Y |的期望都大于 0,且 E(|X|p)与 E(|Y |q)都是有限的.我们以函数 p(ω) =

|X(ω)|p 为权函数, 则
P = ((E(|X|p))1/p)p.

设 f(ω) = |Y (ω)||X(ω)|−p/q,Φ(x) = xq, 所以

E(|XY |) =
∫
Ω

f(ω)p(ω)dP(ω) ≤ P · P−1/q

(∫
Ω

|Y (ω)|q|X(ω)|−p|X(ω)|pdP(ω)
)
.

此即所要证的不等式.

定理 2.9 (Minkowski 不等式). 设 1 ≤ p < ∞, 则

(E(|X + Y |p))1/p ≤ (E(|X|)p)1/p + (E(|Y |)p)1/p.

证明. 这也可以用带权的 Jensen 不等式证明, 但过程十分麻烦. 我们直接使用 Hölder 不等式
证明.

p = 1 时显然, 不妨设 p > 1.

E(|X + Y |p) = E(|X + Y |p−1|X + Y |)

≤ E(|X + Y |p−1|X|) + E(|X + Y |p−1|Y |)

≤ E(|X + Y |(p−1)p′
)1/p

′
E(|X|p)1/p + E(|X + Y |(p−1)p′

)1/p
′
E(|Y |p)1/p

≤ E(|X + Y |p)1−1/p
(
(E(|X|)p)1/p + (E(|Y |)p)1/p

)
所以

(E(|X + Y |p))1/p ≤ (E(|X|)p)1/p + (E(|Y |)p)1/p.
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