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1 概述

聚类的问题是这样: 设共有 n个事物, U = {u1, u2, · · · , un}为待分类的事物的全体,每

个事物都有m个特征,对于第 j个事物,其特征记为 uj = (xj1, xj2, · · · , xjm). 我们的目的是,

将 U 分为 c个不同的类,也即找到 U 的 c个子集 A1, A2, · · · , Ac,使得
c⋃

i=1

Ai = U, 且 Ai ∩ Aj = ∅, i ≤ j.

这样的分类结果可以用一个 c× n的矩阵

A = [aij]c×n =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . · · ·

ac1 ac2 · · · acn


来表示,称为 U 的 c-划分. 这时候,通常有两种划分的方式,分别成为硬聚类和软聚类.

(1) 硬聚类,此时 aij ∈ {0, 1}(1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ j ≤ n),若 aij = 1,则第 j 个事物属于第 i个

类,也即 uj ∈ Ai. 若要求每个元素属于且仅属于一个类,每个类至少有一个元素,则矩

阵A的列和与行和分别满足
c∑

i=1

aij = 1, 0 <
n∑

j=1

aij < n;

(2) 软聚类,此时 aij ∈ [0, 1](1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ j ≤ n),表示第 j 个事物属于第 i个类的程度,

此时对矩阵A仍然要求
c∑

i=1

aij = 1, 0 <
n∑

j=1

aij < n.

本报告中研究的 K-means聚类属于硬聚类,而 FCM聚类属于软聚类.

为了验证聚类的效果,本篇报告选用的数据集为经典的鸢尾花数据集,对其进行三分类,

并画出分类的结果图,计算分类的准确度.
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2 硬聚类: K-means聚类

2.1 K-means聚类的原理

K-means是最常用的聚类算法. 在进行 K-means聚类时,首先需要找到每一个类的中心,

也即所谓的“聚类中心”, 再根据每个事物到中心的距离, 来判断该事物属于哪个类. 在这

里为了方便, 设第 i 个类可以表示为 Ai =
{
u
(i)
1 , u

(i)
2 , · · · , u(i)

ni

}
, 对于第 k(1 ≤ k ≤ m) 个特

征,记

x
(i)
k =

1

ni

ni∑
j=1

x
(i)
jk ,

为第 i个类的第 k个特征的平均值,称

vi =
(
x
(i)
1 , x

(i)
2 , · · · , x(i)

m

)
为第 i个类的聚类中心,并记聚类中心的全体 V = {v1, v2, · · · , vc}. K-means算法沿用了 EM

算法 (见上一篇报告)的思想,重复进行以下两个步骤

• 首先,对已知的聚类中心,确定新的分类;

• 接下来,对已知的分类,计算新的聚类中心.

基于该思想,设计算法如算法1.

算法 1: K-means算法
input数据集 U = {u1, u2, · · · , un}、分类数 c与迭代次数 k;

set l = 0,初始化 v
(0)
1 , v

(0)
2 , · · · , v(0)c ;

for l ∈ {0, 1, 2, · · · , k} do
d
(l)
ij = ∥uj − vi∥, 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ j ≤ n;

cj = argmini dij, 1 ≤ j ≤ n;

计算第 i个类的聚类中心 vi, 1 ≤ i ≤ c;
end

output c(k)1 , c
(k)
2 , · · · , c(k)n .

2.2 K-means聚类的应用

将 K-means算法应用到鸢尾花数据集上,并选取鸢尾花的后两个属性进行聚类,所得的

结果如图 1所示. 分类的准确度达到了 95.33%.
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图 1: K-means聚类的结果

3 软聚类: FCM聚类

3.1 FCM聚类的原理

FCM聚类是一种基于目标函数的模糊聚类算法,主要用于数据的聚类分析.

在 FCM聚类中,对每一个类,同样都需要先找到它的中心,再判断事物接近每个类中心

的程度. 同样记第 i个类为 Ai =
{
u
(i)
1 , u

(i)
2 , · · · , u(i)

ni

}
,对于第 k(1 ≤ k ≤ m)个特征,记第 i

个类的第 k个特征的平均值

x
(i)
k =

1

ni

ni∑
j=1

x
(i)
jk ,

记第 i个类的聚类中心

vi =
(
x
(i)
1 , x

(i)
2 , · · · , x(i)

m

)
并记聚类中心的全体 V = {v1, v2, · · · , vc}.

接下来,设加权指数 r > 1,定义目标函数

Jm(A, V ) =
c∑

i=1

n∑
j=1

(aij)
r∥uj − vi∥2,

其是 U 中的每个事物到聚类中心 V 的距离按照一定权重的加权平方和的和. FCM 聚类的

目标在于,找到A = [aij]c×n和 V = {v1, v2, · · · , vc},使得 Jm(A,V )最小.
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定理 3.1 (FCM 聚类). 设待分类的数据集 U = {u1, u2, · · · , un}, 其中对 1 ≤ j ≤ n, 有

uj = (xj1, xj2, · · · , xjm). 并设分类数 2 ≤ c ≤ n− 1,加权指数 r > 1,目标函数

Jm(A, V ) =
c∑

i=1

n∑
j=1

(aij)
r∥uj − vi∥2,

其中A = [aij]c×n,
c∑

i=1

aij = 1, 0 <

n∑
j=1

aij < n, V = {v1, v2, · · · , vc},则仅当

aij = 1

/
c∑

j=1

(
∥uj − vi∥
∥uj − vj∥

) 2
r−1

, 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ j ≤ n

及

vi =
n∑

j=1

(aij)
ruj

/
n∑

j=1

(aij)
r , 1 ≤ i ≤ c

时, Jm(A, V )取得局部最小值.

证明. 首先对A最小化,此时约束条件为
c∑

i=1

aij = 1(1 ≤ j ≤ n),引入 Lagrange函数

L(A,λ) =
c∑

i=1

n∑
j=1

(aij)
r∥uj − vi∥2 −

n∑
j=1

λj ·

(
c∑

i=1

aij − 1

)
,

其中 λ = (λ1, λ2, · · ·λn),并由
∂L(A,λ)

∂aij
= r(aij)

r−1∥uj − vi∥2 − λj = 0,

∂L(A,λ)

∂λj

=
c∑

i=1

aij − 1 = 0,

解得

aij =

(
λj

r∥uj − vi∥2

) 1
r−1

= 1

/
c∑

k=1

(
∥uj − vi∥
∥uj − vk∥

) 2
r−1

.

接下来对 V 最小化,此时无约束条件,令
∂Jm(A, V )

∂vi
= −

n∑
j=1

2(aij)
r(µj − vi) = 0,

解得

vi =
n∑

j=1

(aij)
ruj

/
n∑

j=1

(aij)
r .

这便给出了 Jm(A, V )取局部最小值的必要条件.

一般来说, 直接应用定理3.1来求解结果 A 和 V 是相当困难的. 通过使用参考文献 [2]

给出的 FCM算法2进行迭代,可以在实际应用中解决该问题. 在得到了A之后,对于第 j 个

事物,记 cj = argmax1≤i≤c aij 为其所属的类.
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算法 2: FCM算法
input数据集 U = {u1, u2, · · · , un}、分类数 c、加权指数 r与迭代次数 k;

set l = 0,初始化A(0);

for l ∈ {0, 1, 2, · · · , k} do

v
(l)
i =

n∑
j=1

(
a
(l)
ij

)r
uj

/
n∑

j=1

(
a
(l)
ij

)r
, 1 ≤ i ≤ c;

a
(l+1)
ij = 1

/
c∑

j=1


∥∥∥uj − v

(l)
i

∥∥∥∥∥∥uj − v
(l)
j

∥∥∥


2
r−1

, 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ j ≤ n;

end

output A(k+1) =
[
a
(k+1)
ij

]
c×n
与 V (k) =

{
v
(k)
1 , v

(k)
2 , · · · , v(k)c

}
.

3.2 FCM聚类的应用

将 FCM算法应用到鸢尾花数据集上,所得的结果如图 2所示.
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图 2: FCM聚类的结果

此时,聚类的准确度达到了 96%. 相较于 K-means聚类, FCM聚类的准确度较高,并且

给出了每个事物对每个类的“隶属度”,能够反映更多信息.

5



参考文献

[1] 周志华.机器学习 [M].北京:清华大学出版社, 2016.

[2] Bezdek J. C.. A convergence theorem for the fuzzy ISODATA clustering algorithms. IEEE Transactions on Pattern

Analysis and Machine Intelligence, 1980:2, 1-8.

附录

A 代码 1: K-means聚类

代码使用MATLAB编写.

%% 初始化

clc;

clear;

close all;

%% 数据预处理

data = xlsread(’/Iris.csv’);

x = data(:, 4 : 5);

x = (x - min(x).*ones(size(x)))./( max(x).*ones(size(x)) - min(x).*ones

(size(x))); % 用极差进行正规化

n = size(x, 1); % 数据量

c = ones(1 ,n); % 分 类， 1表示 setosa， 2表示 versicolor， 3表示 virginica

%% p-距离

p = 2;

d = @(x, y) sum(abs(x - y).^p)^(1/p);

%% K-means聚类

m = 100; % 迭代次数

center = [x(1, :); x(51, :); x(101, :)];
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for k = 1 : m

% 根据距离分类

for i = 1 : n

dist = [d(x(i, :), center(1, :)), d(x(i, :), center(2, :)), d(

x(i, :), center(3, :))];

c(i) = find(dist == min(dist));

end

% 计算新的质心

sum = zeros(3, size(x, 2));

count = zeros(1, 3);

for i = 1 : n

sum(c(i), :) = sum(c(i), :) + x(i, :);

count(c(i)) = count(c(i)) + 1;

end

center = sum ./ count ’;

end

%% 画出结果图

x1 = zeros(count (1), size(x, 2));

x2 = zeros(count (2), size(x, 2));

x3 = zeros(count (3), size(x, 2));

count = zeros(1, 3);

for i = 1 : n

count(c(i)) = count(c(i)) + 1;

if c(i) == 1

x1(count (1), :) = x(i, :);

elseif c(i) == 2

x2(count (2), :) = x(i, :);

else

x3(count (3), :) = x(i, :);

end

end

scatter(x1(:, 1), x1(:, 2));
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hold on;

scatter(x2(:, 1), x2(:, 2));

hold on;

scatter(x3(:, 1), x3(:, 2));

hold on;

legend(’山鸢尾 ’, ’变色鸢尾 ’, ’维吉尼亚鸢尾 ’);

grid on;

%% 计算准确度

right = 0;

for i = 1 : n

if (c(i) == 1 && i <= 50) || (c(i) == 2 && 51 <= i && i <= 100) ||

(c(i) == 3 && i > 101)

right = right + 1;

end

end

right / n

B 代码 2: FCM聚类

代码使用MATLAB编写.

%% 初始化

clc;

clear;

close all;

%% 数据预处理

data = xlsread(’/Iris.csv’);

x = data(:, 4 : 5);

x = (x - min(x).*ones(size(x)))./( max(x).*ones(size(x)) - min(x).*ones

(size(x))); % 用极差进行正规化

n = size(x, 1); % 数据量
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c = ones(1 ,n); % 分 类， 1表示 setosa， 2表示 versicolor， 3表示 virginica

m = 2; % 加权指数

center = [x(1, :); x(75, :); x(150, :)]; % 聚类中心

u = zeros(3, n); % 参数矩阵

for i = 1 : n

for j = 1 : 3

% u(j, i) = sum(center(j, :).*x(i, :)) / (norm(center(j, :))*

norm(x(i, :))); % 利用夹角余弦给出参数矩阵初值

u(j, i) = exp (-1/2* norm(center(j, :) - x(i, :))^2); % 利用

Gauss核给出参数矩阵初值

end

end

%% p-距离

p = 2;

d = @(x, y) sum(abs(x - y).^p).^(1/p);

%% FCM聚类

for k = 1 : 100

% 计算新的中心

for j = 1 : 3

center(j, :) = (u(j, :).^m * x) / sum(u(j, :).^m);

end

% 计算参数矩阵

for j = 1 : 3

for i = 1 : n

u(j, i) = 1/(d(x(i, :), center(j, :))^(2/(m-1)) * (d(x(i,

:), center(1, :))^( -2/(m-1)) + d(x(i, :), center(2, :))

^( -2/(m-1)) + d(x(i, :), center(3, :))^(-2/(m-1))));

end

end

end
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count = zeros(1, 3);

for i = 1 : n

for j = 1 : 3

if u(1, i) > u (2, i) && u (1, i) > u(3, i)

c(i) = 1;

elseif u(2, i) > u(3, i)

c(i) = 2;

else

c(i) = 3;

end

end

count(c(i)) = count(c(i)) + 1;

end

%% 画出结果图

x1 = zeros(count (1), size(x, 2));

x2 = zeros(count (2), size(x, 2));

x3 = zeros(count (3), size(x, 2));

count = zeros(1, 3);

for i = 1 : n

count(c(i)) = count(c(i)) + 1;

if c(i) == 1

x1(count (1), :) = x(i, :);

elseif c(i) == 2

x2(count (2), :) = x(i, :);

else

x3(count (3), :) = x(i, :);

end

end

scatter(x1(:, 1), x1(:, 2));

hold on;

scatter(x2(:, 1), x2(:, 2));

hold on;

scatter(x3(:, 1), x3(:, 2));
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hold on;

legend(’山鸢尾 ’, ’变色鸢尾 ’, ’维吉尼亚鸢尾 ’);

grid on;

%% 计算准确度

right = 0;

for i = 1 : n

if (c(i) == 1 && i <= 50) || (c(i) == 2 && 51 <= i && i <= 100) ||

(c(i) == 3 && i > 101)

right = right + 1;

else

i

end

end

right / n * 100
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