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1 一维正态分布

1.1 基本性质

设 a ∈ R, σ > 0, 令

p(x) =
1√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
,

则以 p(x) 为密度函数的随机变量 X 服从以 a 和 σ2 为参数的正态分布, 记

作 X ∼ N (a, σ2). 特别地, N (0, 1) 称为标准正态分布. 标准正态分布的分

布函数记为

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

exp
{
−t2

2

}
dt.

首先, 我们需要验证上面的密度函数 p(x) 是一个密度函数.

命题 1.1 (正规性). 设 a ∈ R, σ > 0, 则∫ +∞

−∞
p(x)dx = 1.

证明. 令 t =
(x− a)2

2σ2
, 则 dx =

σdt√
2t

, 计算得

∫ +∞

−∞
p(x)dx =

∫ +∞

−∞

1√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
dx

= 2

∫ +∞

a

1√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
dx

=
1√
π

∫ +∞

0

t−
1
2 e−tdt

=
1√
π
· Γ

(
1

2

)
= 1,

其中

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

t−
1
2 e−tdt =

√
π.
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其次, 我们指出上面的参数 a 和 σ2 的含义.

命题 1.2 (期望与方差). 设 X ∼ N (a, σ2), 则 EX = a,VarX = σ2.

证明. 首先, 计算得

EX =

∫ +∞

−∞

x√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
dx

=

∫ +∞

−∞

(x− a) + a√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
dx

= a

∫ +∞

−∞

1√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
dx

= a.

其次, 令 t =
(x− a)2

2σ2
, 则 dx =

σdt√
2t

, 计算得

VarX = E(X − EX)2

=

∫ +∞

−∞

(x− a)2√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
dx

= 2

∫ +∞

a

(x− a)2√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
dx

=
2σ2

√
π

∫ +∞

0

t
1
2 e−tdt

=
2σ2

√
π
· Γ

(
3

2

)
= σ2,

其中

Γ

(
3

2

)
=

∫ +∞

0

t
1
2 e−tdt =

√
π

2
.

最为特殊的正态分布是标准正态分布 N (0, 1). 事实上, 我们可以将任

意一个服从正态分布的随机变量进行标准化, 得到标准正态分布.

命题 1.3 (标准化). 设 X ∼ N (a, σ2), 则 Y =
X − a

σ
∼ N (0, 1).
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证明. 此时

PX(x) =
1√
2πσ

exp
{
−(x− a)2

2σ2

}
,

并且 X = σY + a, 从而

PY (x) = σ · PX(σx+ a) =
1√
2π

exp
{
−x2

2

}
,

也即 Y ∼ N (0, 1).

对于标准正态分布 N (0, 1), 利用 Gamma 函数可以计算矩. 这些结果

在后面非常有用.

命题 1.4 (矩). 设 X ∼ N (0, 1), 则

EX2n−1 = 0,

E|X|2n−1 =

√
2

π
(2n− 2)!!,

EX2n = E|X|2n = (2n− 1)!!.

图 1: 正态分布示意图

1.2 特征函数

特征函数是研究随机变量的有力工具, 在此计算正态分布的特征函数,

并且借助计算的结果, 进一步研究正态分布.
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命题 1.5 (特征函数). 正态分布 N (a, σ2) 的特征函数

f(t) = exp
{
iat− 1

2
σ2t2

}
.

特别地, 标准正态分布 N (0, 1) 的特征函数

f(t) = exp
{
−t2

2

}
.

证明. 首先设 Y ∼ N (0, 1), 计算得

fY (t) =
+∞∑
n=0

(it)n

n!
EXn

=
+∞∑
n=0

(2n− 1)!!
(it)2n

(2n)!

=
+∞∑
n=0

1

n!

(
−t2

2

)n

= exp
{
−t2

2

}
.

其次设 X ∼ N (a, σ2), 令 Y =
X − a

σ
, 则 X = σY + a, 计算得

fX(t) = eitafY (σt)

= exp
{
iat− 1

2
σ2t2

}
.

命题 1.6 (再生性). 设 X1 ∼ N (a1, σ
2
1), X2 ∼ N (a2, σ

2
2), 且 X1 与 X2 相互

独立, 则 X1 +X2 ∼ N (a1 + a2, σ
2
1 + σ2

2).

证明. 此时
fX1(t) = exp

{
ia1t−

1

2
σ2
1t

2

}
,

fX2(t) = exp
{
ia2t−

1

2
σ2
2t

2

}
,
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计算得

fX1+X2 = fX1(t)fX2(t)

= exp
{
i(a1 + a2)t−

1

2
(σ2

1 + σ2
2)t

2

}
为 N (a1+ a2, σ

2
1 +σ2

2)的特征函数, 因此 X1+X2 ∼ N (a1+ a2, σ
2
1 +σ2

2).

命题 1.7. 设 X1, X2, · · · , Xn 相互独立,且 Xk ∼ N (ak, σ
2
k),其中 1 ≤ k ≤ n,

则 X1 +X2 + · · ·+Xn ∼ N (a1 + a2 + · · ·+ an, σ
2
1 + σ2

2 + · · ·+ σ2
n).

一维正态分布的一个重要应用就是中心极限定理.

定理 1.8 (Levy 中心极限定理). 设 {X,Xn, n = 1, 2, · · · } 是独立同分布的

随机变量序列, 且 X ∈ L2,EX = a, 0 < VarX = σ2 < +∞, 则

Sn − na√
nσ

d−→ N (0, 1).

证明. 记 fn(t) = E exp
{
it
Sn − na√

nσ

}
, 计算得

fn(t) = E exp
{
it

n∑
k=1

Xk − a√
nσ

}

=
n∏

k=1

E exp
{
it
Xk − a√

nσ

}
=

(
E exp

{
it
X − a√

nσ

})n

=

(
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))n

→ exp
{
−t2

2

}
,

因此
Sn − na√

nσ

d−→ N (0, 1).
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2 二维正态分布

2.1 基本性质

设 a1, a2 ∈ R, σ1, σ2 > 0, |r| < 1, 令

p(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− r2

· exp
{
− 1

2(1− r2)

[
(x− a1)

2

σ2
1

− 2r(x− a1)(y − a2)

σ1σ2

+
(y − a2)

2

σ2
2

]}
,

则以 p(x, y)为密度函数的随机向量 (X,Y )服从二维正态分布N (a1, a2;σ
2
1, σ

2
2; r).

在这里的计算相对麻烦, 从而我们只给出结果, 而省略复杂的计算.

命题 2.1 (边缘分布). 设 (X,Y ) ∼ N (a1, a2;σ
2
1, σ

2
2; r),则 X ∼ N (a1, σ

2
1), Y ∼

N(a2, σ
2
2).

证明. 计算得
pX(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dy

=
1√
2πσ1

exp
{
−(x− a1)

2

2σ2
1

}
,

因此 X ∼ N (a1, σ
2
1), 同理 Y ∼ N(a2, σ

2
2).

命题 2.2 (正规性). 设 a1, a2 ∈ R, σ1, σ2 > 0, |r| < 1, 则∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
p(x, y)dxdy = 1.

证明. 计算得∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
p(x, y)dxdy =

∫ +∞

−∞

{∫ +∞

−∞
p(x, y)dy

}
dx

=

∫ +∞

−∞
pX(x)dx

= 1.
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其次, 我们来说明参数 r 的含义.

命题 2.3 (相关系数). 设 (X,Y ) ∼ N (a1, a2;σ
2
1, σ

2
2; r), 则 rX,Y = r.

证明. 首先, 计算得

Cov{X,Y } =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(x− a1)(y − a2)p(x, y)dxdy

= rσ1σ2,

从而

rX,Y =
Cov{X,Y }

σ1σ2

= r.

命题 2.4 (独立与相关). 设 (X,Y ) ∼ N (a1, a2;σ
2
1, σ

2
2; r), 则下面三个命题等

价.

(1) X 与 Y 相互独立; (2) X 与 Y 不相关; (3) r = 0.

证明. (1) =⇒ (2): X 与 Y 相互独立, 则 X 与 Y 一定不相关;

(2) =⇒ (3): X 与 Y 不相关, 则 rX,Y = r = 0;

(3) =⇒ (1): 若 r = 0, 则

p(x, y) =
1

2πσ1σ2

exp
{
−(x− a1)

2

2σ2
1

− (y − a2)
2

2σ2
2

}
=

1√
2πσ1

exp
{
−(x− a1)

2

2σ2
1

}
· 1√

2πσ2

exp
{
−(x− a2)

2

2σ2
2

}
= pX(x)pY (x),

从而 X 与 Y 相互独立.

2.2 简化表示

注意到, 此时密度函数中 e 的指数

− 1

2(1− r2)

[
(x− a1)

2

σ2
1

− 2r(x− a1)(y − a2)

σ1σ2

+
(y − a2)

2

σ2
2

]
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为关于 (x− a1) 和 (y − a2) 的二次型. 记矩阵

A = − 1

1− r2


1

σ2
1

− r

σ1σ2

− r

σ1σ2

1

σ2
2

 ,

并且注意到

B = A−1 =

 σ2
1 rσ1σ2

rσ1σ2 σ2
2


为随机变量 (X,Y )T 的协方差阵, 其中

|B| = (1− r2)σ2
1σ

2
2.

再记 a = (a1, a2)
T , 从而二维正态分布的密度函数可以简化表示为

p(x) =
1

2π|B| 12
exp

{
−1

2
(x− aT )B−1(x− a)

}
.

在将来, 我们也可以将多维正态分布写成这样的形式.
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3 多维正态分布

3.1 基本性质

设 a ∈ Rn, B ∈ Rn×n 为正定矩阵, 令

p(x) =
1

(2π)
n
2 |B| 12

exp
{
−1

2
(x− a)TB−1(x− a)

}
,

则以 p(x) 为密度函数的随机向量 (X1, X2, · · · , Xn) 服从 n 维正态分布

N (a,B). 特别地, N (0, I) 称为标准 n 维正态分布.

命题 3.1 (标准化). 设 X ∼ N (a,B), 且存在可逆矩阵 A, 使得 B = AAT ,

记

Y = A−1(X − a),

则 Y ∼ N (0, I).

证明. 记 y = A−1(x−a), 则 x = Ay+a, Jacobi 矩阵为 |A| = |B| 12 , 代入

计算得

pY (y) = |B|
1
2 · pX(Ay + a)

=
1

(2π)
n
2

exp
{
−1

2
yTy

}
,

从而 Y ∼ N (0, I).

命题 3.2 (特征函数). n 维正态分布 N (a,B) 的特征函数

f(t) = exp
{
iaT t− 1

2
tTBt

}
.

特别地, 标准 n 维正态分布 N (0, I) 的特征函数

f(t) = exp
{
−1

2
tT t

}
.
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证明. 首先设 Y = (Y1, Y2, · · · , Yn) ∼ N (0, I), 计算得

fY (t) = E exp{itTY }

=
n∏

k=1

E exp{itkYk}

=
n∏

k=1

exp
{
−1

2
t2k

}
= exp

{
−1

2
tT t

}
.

其次设 X ∼ N (a,B), 且存在可逆矩阵 A, 使得 B = AAT , 令 Y =

A−1(X − a), 则 X = AY + a, 计算得

fX(t) = E exp{itTX}

= E exp{itT (AY + a)}

= exp{ita} · E exp{i(AT t)TY }

= exp{ita} · fY (AT t)

= exp
{
iaT t− 1

2
tTBt

}
.

特征函数有利于我们进行接下来的讨论.

命题 3.3 (独立与相关). 设X = (X1, X2, · · · , Xn) ∼ N (a,B),则 X1, X2, · · · , Xn

相互独立当且仅当 X1, X2, · · · , Xn 两两不相关.

证明. 若 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 则它们一定两两不相关.

反之, 若 X1, X2, · · · , Xn 两两不相关, 则有

f(t) = exp
{
iaT t− 1

2
tTBt

}
=

n∏
k=1

exp
{
iaktk −

1

2
bkkt

2
k

}
=

n∏
k=1

fk(tk),
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其中 t = (t1, t2, · · · , tn)T , a = (a1, a2, · · · , an)T , B = diag{b11, b22, · · · , bnn},

因此它们相互独立.

命题 3.4 (边缘分布与条件分布). n 维正态分布的任一 k(1 ≤ k < n) 维边

缘分布是 k 维正态分布. 同时 n 维正态分布的各种形式的条件分布也是正

态分布.

证明. 写出对应的特征函数即可.

3.2 随机变量的变换

命题 3.5 (线性变换). 设 a ∈ Rn,B ∈ Rn×n,X ∼ N (a,B), 令

Y = CX, C ∈ Rm×n,

则 Y ∼ N (Ca,CBCT ).

证明. 设 s ∈ Rm, 则

fY (s) = E exp{isTY }

= E exp{isTCX}

= fX(CTs)

= exp
{
i(Ca)Ts− 1

2
sT (CBCT )s

}
,

从而 Y ∼ N (Ca,CBCT ).

命题 3.6 (正交变换). 设 X ∼ N (a,B), 则存在正交矩阵 C ∈ Rn×n, 使

Y = CX 的各个分量相互独立.

证明. 对任意的正定矩阵 B ∈ Rn×n, 都存在正交矩阵 C ∈ Rn×n, 使得

CBCT 为对角矩阵.

命题 3.7 (判定法则). X ∼ N (a,B), 当且仅当对任意的 s ∈ Rn, 都有

Y = sTX ∼ N (sTa, sTSs).
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证明. 若 X ∼ N (a,B), 则 Y ∼ N (sTa, sTSs).

反之, 若对任意的 s ∈ Rn, Y = sTX ∼ N (sTa, sTSs), 则

fY (t) = E exp{itY }

= E exp{itsTX}

= exp
{
i(sTa)t− 1

2
(sTBs)t2

}
,

令 t = 1, 即可得
fX(s) = E exp{isTX}

= exp
{
isTa− 1

2
sTBs

}
,

从而 X ∼ N (a,B).
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