
矩阵可对角化的充要条件

董晟渤

2021 年 8 月 29 日

摘要

本文从特征值与特征向量、特征子空间、代数重数与几何重数、初等因子等多个角

度, 整理了矩阵可对角化的充要条件, 并借助特征值与特征向量, 给出了将矩阵对角化的

方法. 同时, 本文根据矩阵与线性变换的对应关系, 也得到了线性变换可对角化的充要

条件. 最后, 本文举例说明了矩阵对角化的应用, 并说明了后续的研究和学习的方向.

关键词: 线性代数, 矩阵, 线性变换, 对角化.

目录

1 前言 2

2 特征值与特征向量 2

3 特征子空间 4

4 代数重数与几何重数 5

5 初等因子 7

6 后记 8

1
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1 前言

在矩阵理论中, 形如 
λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · λn


n×n

的矩阵叫做对角矩阵 (diagonal matrix), 通常也可以简记为 diag{λ1, λ2, · · · , λn}.

对于一般的 n 阶方阵 A = [aij]n×n, 为了简化问题, 我们通常需要将其化成对角矩

阵; 同时, 对于 n 维空间 V 上的线性变换 A 而言, 我们任意取一组基, 都可以得到 A

的矩阵表示, 我们也希望可以找到一组基, 使得在这组基下, A 的矩阵表示是最简洁的.

结合矩阵的相似的概念, 我们给出如下定义.

定义 1.1. 设 A 是 n 维空间 V 上的线性变换, 若存在 V 中的一组基, 使得 A 在这组

基下的矩阵是对角矩阵, 则称 A 是可对角化的 (diagonalizable).

定义 1.2. 设 A 是 n 阶方阵, 若其与对角矩阵相似, 也即存在可逆矩阵 P , 使得

P−1AP = diag{λ1, λ2, · · · , λn},

则称矩阵 A 是可对角化的 (diagonalizable).

根据线性变换 A 和矩阵 A 的对应关系, 在接下来的讨论中, 不区分这两个概念.

2 特征值与特征向量

我们从研究矩阵的特征值与特征向量出发, 给出矩阵可对角化的第一个充要条件.

定理 2.1. n 阶方阵 A 可对角化的充要条件是 A 有 n 个线性无关的特征向量.

证明. 必要性. 设 A 可对角化, 则存在可逆矩阵 P = [P1,P2, · · · ,Pn], 使得

P−1AP = diag{λ1, λ2, · · · , λn},
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从而

A[P1,P2, · · · ,Pn] = diag{λ1, λ2, · · · , λn}[P1,P2, · · · ,Pn]

= [λ1P1, λ2P2, · · · , λnPn].

从而对任意的 1 ≤ i ≤ n, 都有 APi = λiPi. 该式说明了 P 的每一列 Pi 所构成的列向

量都是 A 的特征向量. 又由 P 可逆知 P1,P2, · · · ,Pn 线性无关, 因此 A 有 n 个线性无

关的特征向量.

充分性. 设A有 n个线性无关的特征向量 α1,α2, · · · ,α2,并且对任意的 1 ≤ i ≤ n,

都有 Aαi = λiαi, 从而

A[α1,α2, · · · ,αn] = [λ1α1, λ2α2, · · · , λnαn]

= diag{λ1, λ2, · · · , λn}[α1,α2, · · · ,αn].

作矩阵 P = [α1,α2, · · · ,αn], 由 α1,α2, · · · ,α2 线性无关, 知矩阵 P 可逆, 并且

P−1AP = diag{λ1, λ2, · · · , λn},

从而矩阵 A 可对角化.

在这里, 我们指出, 根据线性变换和矩阵的对应关系, 我们可以得到类似的结论.

推论 2.2. n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化的充要条件是 A 有 n 个线性无

关的特征向量.

同时, 注意到不同的特征值所对应的特征向量必定是线性无关的, 我们可以得到一

个矩阵可对角化的充分不必要条件.

推论 2.3. 若 n 阶方阵 A 有 n 个不同的特征向量, 则 A 可对角化.

上面的过程, 实质上是找到了一种将给定矩阵 A 对角化的方式, 并且对角矩阵的元

素都是矩阵 A 的特征值. 为了体现这种方法的应用, 以下是一个简单的例子.

例 2.4. 将矩阵

A =


4 −2 0

−1 3 0

0 0 1


对角化.
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解答 首先, 我们求出矩阵 A 的特征值和特征向量. 计算得

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 4 2 0

1 λ− 3 0

0 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 5)(λ− 2)(λ− 1),

因此矩阵 A 的特征值分别为 5, 2, 1. 再代入方程

(λI −A)αλ = 0,

可以得到上述特征值所对的特征向量分别为 α5 = [2,−1, 0]T ,α2 = [1, 1, 0]T ,α1 =

[0, 0, 1]T . 记矩阵

P = [α5,α2,α1] =


2 1 0

−1 1 0

0 0 1

 ,

计算得

P−1AP =


5 0 0

0 2 0

0 0 1

 = diag{5, 2, 1}

为对角矩阵.

3 特征子空间

考虑矩阵 A对应某个特征值 λi 的特征子空间 Vλi
,其具有许多重要的性质. 下面的

定理便给出了矩阵可对角化的另一充要条件.

定理 3.1. 给定 n 阶方阵 A, 设其的互异特征值为 λ1, λ2, · · · , λr, 对应的特征子空间为

Vλ1 , Vλ2 , · · · , Vλr , 则 A 可对角化的充要条件是

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλr .

证明. 必要性. 设 A 可对角化, 则由定理2.1知其有 n 个线性无关的特征向量. 对任意的
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1 ≤ i ≤ r, 在 Vλi
中取一组基 α

(i)
1 ,α

(i)
2 , · · · ,α(i)

ki
, 则

{α(i)
j : 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ki}

是 A 的 n 个线性无关的特征向量, 从而其也是 V 的一组基. 并且对应不同特征值的特

征子空间中的向量是线性无关的, 从而

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλr .

充分性. 假设 V 是 Vλ1 , Vλ2 , · · · , Vλr 的直和, 对任意的 1 ≤ i ≤ r, 在 Vλi
中取一组

基 α
(i)
1 ,α

(i)
2 , · · · ,α(i)

ki
, 则

{α(i)
j : 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ki}

是 V 的一组基, 从而其为 n 个线性无关的向量, 也即 A 有 n 个线性无关的特征向量,

从而由定理2.1知 A 可对角化.

同样地, 考虑线性变换 A 的特征子空间, 也有类似的结论.

推论 3.2. 给定 n 维线性空间 V 上的线性变换 A , 设其的互异特征值为 λ1, λ2, · · · , λr,

对应的特征子空间为 Vλ1 , Vλ2 , · · · , Vλr , 则 A 可对角化的充要条件是

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλr .

4 代数重数与几何重数

对于矩阵 A 的特征值而言, 还有两个重要的概念, 叫作代数重数和几何重数. 其

中, 代数重数表示特征多项式中特征值所对应的根的重数, 几何重数表示特征子空间的

维数. 并且我们知道, 某个特征值所对应的几何重数一定是小于等于代数重数的.

定理 4.1. n 阶方阵 A 可对角化的充要条件是对于 A 的每一个特征值, 其所对的代数

重数和几何重数相等.

证明. 设矩阵 A 的特征值为 λ1, λ2, · · · , λr, 其中对任意的 1 ≤ i ≤ r, λi 的代数重数为
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mλi
, 几何重数为 kλi

, 则 kλi
≤ mλi

, 且

mλ1 +mλ2 + · · ·+mλr = n.

必要性. 设 A 可对角化, 则由定理3.1知

kλ1 + kλ2 + · · ·+ kλr = n.

从而

n = kλ1 + kλ2 + · · ·+ kλr

≤ mλ1 +mλ2 + · · ·+mλr

= n.

取等时当且仅当对任意的 1 ≤ i ≤ n, 都有 kλi
= mλi

, 也即每一个代数重数和几何重数

都相等.

充分性. 如果对任意的 1 ≤ i ≤ n, 都有 kλi
= mλi

, 那么必然有

kλ1 + kλ2 + · · ·+ kλr = mλ1 +mλ2 + · · ·+mλr = n.

因此由定理3.1知 A 可对角化.

另外，对于线性变换而言也有类似的结论.

推论 4.2. n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化的充要条件是对于 A 的每一个

特征值, 其所对的代数重数和几何重数相等.
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5 初等因子

接下来的这个定理, 是建立在 Jordan 标准型的理论的基础上的. 形如

Ji =



λi 1 0 · · · 0

0 λi 1 · · · 0

0 0 λi · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · λi


ni×ni

的矩阵称为Jordan 块 (Jordan block), 而由若干个 Jordan 块形成的准对角矩阵

J = diag{J1,J2, · · · ,Jn}

称为Jordan 形矩阵 (Jordan matrix). 所有的 n 阶方阵, 都可以被化为 Jordan 型矩阵.

同时, 根据上面的定义可以看出, 对角矩阵其实是一种特殊的 Jordan 标准型.

定理 5.1. n 阶方阵 A 可对角化的充要条件是 A 的初等因子都是一次的.

证明. 必要性. 设矩阵 A 可对角化, 则其的 Jordan 标准型矩阵为对角矩阵, 也即其的

Jordan 块都是一阶矩阵. 从而知矩阵 A 的初等因子都是一次的.

充分性. 设 A 的初等因子都是一次的, 设 A 的初等因子为

(λ− λ1), (λ− λ2), · · · , (λ− λn),

其中 λ1, λ2, · · · , λn 有可能重复, 则其对应的 n个 Jordan块都是一次的, 从而矩阵 A的

Jordan 标准型为对角矩阵, 也即 A 可对角化.

同样地, 对于线性变换 A 而言, 也有对应的 Jordan 标准型的理论, 这是因为可以

找到一组基, 使得线性变换 A 在这组基下的矩阵为 Jordan 矩阵.

推论 5.2. n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化的充要条件是 A 的初等因子都

是一次的.

最后, 我们将我们的目光移到矩阵 A 的最小多项式上. 在 λ 矩阵的理论当中, 我们

得知, n 阶方阵 A 的最小多项式就是第 n 个不变因子, 从而我们可以得到如下推论.
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推论 5.3. n 阶方阵 A 可对角化的充要条件是 A 的最小多项式 m(λ) 没有重根.

事实上, 设设矩阵 A 的特征值为 λ1, λ2, · · · , λr, 则此时的最小多项式

m(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λr).

同样地, 考虑线性变换 A , 类似的结论如下.

推论 5.4. n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化的充要条件是 A 的最小多项式

m(λ) 没有重根.

至此, 我们给出了五个矩阵可对角化的充要条件. 根据线性变换和矩阵的对应关系,

我们也写出了在线性变换中对应的结论.

6 后记

矩阵的对角化, 或者更一般地, 研究矩阵的简化表示形式, 是具有重要的意义的. 在

笔者的知识范围内, 可以举出以下的例子.

例 6.1. 在考虑齐次微分方程组 x′ = Ax 的解的时候, 作变换 x = Py, 则有 y′ =

P−1APy. 如果此时矩阵 A 可对角化, 或者可以简化表达, 那么此时的 P−1AP 可以

充分地简化, 方程组也更容易求解.

例 6.2. 对于方阵 A, 若需要求出 An, 设 P−1AP = B, 则 A = PBP−1, 从而

An = (PBP−1) · · · · · (PBP−1)︸ ︷︷ ︸
n个

= PBnP−1.

如果此时矩阵 A 可对角化, 或者可以简化表达, 那么此时的 Bn 可以更容易求解.

例 6.3. 将上面的例子作推广, 对于方阵 A 和解析函数 f , 若需要求出 f(A), 设

P−1AP = diag{λ1, λ2, · · · , λn}, 则可以证明

f(A) = Pdiag{f(λ1), f(λ2), · · · , f(λn)}P−1.

本文只是研究了矩阵可对角化的一些充要条件, 同时也给出了将可对角化的矩阵化

为对角矩阵的基本方法. 在接下来, 还需要寻求更好的变换方式 (例如正交变换), 以保
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证矩阵在对角化的过程中不发现较大的改变; 同时, 也要对一般的矩阵, 找到其的最简表

示形式 (例如 Jordan 标准型). 这些都是非常重要的.
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