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1 收敛模式

设 {Ω,F ,P} 为概率空间.

1.1 几乎必然收敛

设 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量. 若

P
{

lim
n→+∞

Xn ̸= X

}
= 0, 或 P

{
lim

n→+∞
Xn = X

}
= 1,

则称 {Xn} 几乎必然以 X 为极限,记为 Xn
a.s.−−→ X; 若 Xa.s.有限且 Xn

a.s.−−→

X, 则称 {Xn} 几乎必然收敛于 X.

命题 1.1 (等价命题). Xn
a.s.−−→ X 当且仅当对任意的 ε > 0, 有

P

{
+∞⋂
m=1

+∞⋃
n=m

{|Xn −X| ≥ ε}

}
= 0, 或 P

{
+∞⋃
m=1

+∞⋂
n=m

{|Xn −X| < ε}

}
= 1.

1.2 几乎一致收敛

设 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量. 若对

任意的 ε > 0, 存在 A ∈ F , 使得 P{A} < ε 且

lim
n→+∞

sup
ω/∈A

|Xn(ω)−X(ω)| = 0,

则称 {Xn} 几乎一致收敛于 X, 记为 Xn
a.u.−−→ X.

命题 1.2 (等价命题). Xn
a.u.−−→ X 当且仅当对任意的 ε > 0, 有

lim
m→+∞

P

{
+∞⋃
n=m

{|Xn −X| ≥ ε}

}
= 0.

根据 P{Ω} = 1, 可得如下命题.

命题 1.3 (蕴含关系). Xn
a.u.−−→ X 当且仅当 Xn

a.s.−−→ X.
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1.3 平均收敛

设 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 且

Xn, X ∈ Lr, 其中 r > 0, 若

lim
n→+∞

E|Xn −X|r = 0,

则称 {Xn} 依 r 阶平均收敛于 X, 记为 Xn
Lr−→ X.

1.4 依概率收敛

设 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量. 若对

任意的 ε > 0, 都有

lim
n→+∞

P{|Xn −X| ≥ ε} = 0,

则称 {Xn} 依概率收敛于 X, 记为 Xn
p−→ X.

命题 1.4 (等价命题). Xn
p−→ X 当且仅当对 {Xn} 的任一子列, 存在该子列

的子列 {Xn′}, 使 Xn′
a.u.−−→ X.

命题 1.5 (蕴含关系). 若 Xn
a.u.−−→ X 或 Xn

a.s.−−→ X, 则 Xn
p−→ X.

命题 1.6 (蕴含关系). 若 Xn
Lr−→, 则 Xn

p−→ X.

1.5 特征函数

设 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 则

f(t) = EeitX

称为 X 的特征函数.

命题 1.7 (性质). 设 f(t) 是随机变量 X 的特征函数.

• f(0) = 1;
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• f |(t)| ≤ 1,∀t ∈ R;

• f(t) 在 R 上一致连续.

命题 1.8 (Taylor 展开式). 设 f(t) 是随机变量 X 的特征函数, X ∈ Ln, 则

f(t) = 1 +
n∑

k=1

(it)k

k!
EXk + o(tn), t → 0.

命题 1.9 (反演公式). 设 f(t) 是分布函数 F 的特征函数, 则

F̄ (b)− F̄ (a) =
1

2π
lim

T→+∞

∫ T

−T

e−itb − e−ita

−it
f(t)dt,

其中 F̄ (x) =
F (x) + F (x− 0)

2
.

设 X 是连续型随机变量, 密度函数为 p(x), 特征函数为 f(t), 则

p(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxf(t)dt.

1.6 依分布收敛

设 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量. 对应

的分布函数分别为 {Fn, n = 1, 2, · · · } 和 F , 若

Fn(x) → F (x), 对任意的 F (x) 的连续点 x,

则称 {Fn} 弱收敛到 F , 记为 Fn
w−→ F ; 称 {Xn} 依分布收敛于 X, 记为

Xn
d−→ X.

命题 1.10 (连续性定理). 设 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和 X 对应的特征函数分别

为 {fn(t), n = 1, 2, · · · } 和 f(t), 则 Xn
d−→ X 当且仅当

lim
n→+∞

fn(t) = f(t), ∀t ∈ R.

命题 1.11 (蕴含关系). 若 Xn
p−→ X, 则 Xn

d−→ X.
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命题 1.12 (蕴含关系). Xn
p−→ c 当且仅当 Xn

d−→ c.

命题 1.13 (Slutsky 引理). 若 Xn
d−→ X,Yn

p−→ 0,Wn
p−→ 1, 则

WnXn + Yn
p−→ X.
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2 重要结论

2.1 常用不等式

定理 2.1 (Cr 不等式). 设 r > 0, 定义

Cr =

2r−1, r ≥ 1,

1, 0 < r < 1,

随机变量 X1, X2 ∈ Lr, 则有

E|X1 +X2|r ≤ Cr(E|X1|r + E|X2|r).

定理 2.2 (Chebyshev 不等式). 设 X 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变

量, g : [0,+∞) → [0,∞) 单调递增, 若 g(|X|) ∈ L1, 则对任意的 a > 0,

g(a) > 0, 都有

P{|X| ≥ a} ≤ Eg(|X|)
g(a)

.

若 X ∈ Lr, 取 g(x) = xr 得

P{|X| ≥ x} ≤ E|X|r

xr
, ∀x > 0;

取 r = 2 得

P{|X − EX| ≥ x} ≤ VarX
x2

.

定理 2.3 (Kolmogorov 不等式). 设 {Xn} 是独立随机变量序列, 且 EXn =

0,EX2
n < +∞, |Xn| ≤ c < +∞, n = 1, 2, · · · , 记 Sn =

n∑
k=1

Xk, 则对任意的

ε > 0, 都有

1− (ε+ c)2

n∑
k=1

EX2
k

≤ P
{

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε

}
≤ 1

ε2

n∑
k=1

EX2
k .
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2.2 积分的收敛

定理 2.4 (Levi单调收敛定理). 设 {Xn, n = 1, 2, · · · }和 X 非负, Xn
a.s.−−→ X,

若 Xn ≤ Xn+1, n = 1, 2, · · · , 则

lim
n→+∞

EXn = EX.

定理 2.5 (Lebesgue 控制收敛定理). 设 Xn
a.s.−−→ X 或 Xn

p−→ X, 若存在随机

变量 Y , 使得 |Xn| ≤ Y, a.s., n = 1, 2, · · · , 则

lim
n→+∞

EXn = EX.

定理 2.6 (Lebesgue 有界收敛定理). 设 Xn
a.s.−−→ X 或 Xn

p−→ X, 若存在

M > 0 使得 |Xn| ≤ M, a.s., n = 1, 2, · · · , 则

lim
n→+∞

EXn = EX.

2.3 级数的收敛

定理 2.7 (Kronecker 引理). 设 {xn : n = 1, 2, · · · } 为实数列, {bn, n =

1, 2, · · · } 为正数列, 且 bn ↑ +∞, 则当级数
+∞∑
n=1

xn

bn
收敛时, 有

lim
n→+∞

1

bn

n∑
k=1

xk = 0.

设 {An} 是概率空间 {Ω,F ,P} 中的事件类, 记

{An, i.o.} =
+∞⋂
k=1

+∞⋃
n=k

An,

其表示 {An} 中有无穷多个事件发生.

定理 2.8 (Borel-Cantelli 引理). 对于事件列 {An},

• 若
+∞∑
n=1

P{An} < +∞, 则 P{An, i.o.} = 0;
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• 若 {An} 相互独立,
+∞∑
n=1

P{An} = ∞, 则则 P{An, i.o.} = 1.

定理 2.9 (Kolmogorov 三级数定理). 设 {Xn} 是独立随机变量序列, 级数
+∞∑
n=1

Xna.s. 收敛的必要条件是对任意的 C > 0, 都有



+∞∑
n=1

P{|Xn| > C} < +∞,

+∞∑
n=1

EXnI{|Xn|≤C}收敛,

+∞∑
n=1

VarXnI{|Xn|≤C} < +∞.

级数
+∞∑
n=1

Xna.s. 收敛的充分条件是存在 C > 0, 使得上面三式成立.
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3 大数律与中心极限定理

3.1 弱大数律

设 {Xn} 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 记 Sn =
n∑

k=1

Xk, 若存在

实数序列 {an, n = 1, 2, · · · }, 正数序列 {bn, n = 1, 2, · · · }, 使得

Sn − an
bn

p−→ 0,

则称 {Xn} 服从弱大数律, 其中 {an} 称为中心化数列, {bn} 称为正则化数

列. 若 Xn ∈ L1, n = 1, 2, · · · , 则通常取 an = ESn, bn = n, n = 1, 2, · · · .

借助 Chebyshev 不等式可以得到如下结论.

定理 3.1 (Markov 弱大数律). 若 lim
n→+∞

VarSn

n2
= 0, 则有

Sn − ESn

n

p−→ 0.

定理 3.2 (Chebyshev 弱大数律). 若 {Xn} 两两独立, 且存在 C > 0, 使得

VarXn ≤ C, 则有
Sn − ESn

n

p−→ 0.

用 i.i.d. 表示独立同分布, 独立同分布的序列通常有较好的性质. 并且,

注意到 0为退化为常数的随机变量,因此 Sn − an
bn

p−→ 0当且仅当
Sn − an

bn

d−→

0, 从而只需验证

lim
n→+∞

E exp
{
it
Sn − an

bn

}
= 1, ∀t ∈ R.

定理 3.3 (Khinchin弱大数律). 若 {Xn, n = 1, 2, · · · }i.i.d.,且 Xn ∈ L1,EXn =

a, n = 1, 2, · · · , 则有
Sn

n

p−→ a.
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3.2 强大数律

设 {Xn} 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 记 Sn =
n∑

k=1

Xk, 若存在

实数序列 {an, n = 1, 2, · · · }, 正数序列 {bn, n = 1, 2, · · · }, 使得

Sn − an
bn

→ 0, a.s.,

则称 {Xn} 服从强大数律, 其中 {an} 称为中心化数列, {bn} 称为正则化数

列. 强大数律与弱大数律相比, 收敛模式有所不同.

定理 3.4 (Kolmogorov 强大数律). 若 {Xn, n = 1, 2, · · · }i.i.d., 则
Sn

n
→ a, a.s.

当且仅当 Xn ∈ L1,EXn = a, n = 1, 2, · · · .

定理 3.5 (Marcinkiewicz 强大数律). 若 {Xn, n = 1, 2, · · · }i.i.d., 则
Sn − na

n
1
r

→ 0, a.s.

当且仅当 Xn ∈ Lr, n = 1, 2, · · · , 且

a =

EXn, 1 ≤ r < 2,

任意实数, 0 < r < 1.

3.3 中心极限定理

设 {Xn} 是概率空间 {Ω,F ,P} 上的随机变量, 记 Sn =
n∑

k=1

Xk, 若存在

实数序列 {an, n = 1, 2, · · · }, 正数序列 {bn, n = 1, 2, · · · }, 使得

Sn − an
bn

d−→ N (0, 1),

则称 {Xn} 服从中心极限定理或称 Sn 具有渐近正态性. 其中 {an} 称为中

心化数列, {bn} 称为正则化数列.

由连续性定理, 只需验证

lim
n→+∞

E exp
{

Sn − an

bn

}
= exp

{
−t2

2

}
, ∀t ∈ R.
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定理 3.6 (Levy 中心极限定理). 若 {Xn, n = 1, 2, · · · }i.i.d., Xn ∈ L2,EX =

a, 0 < VarXn = σ2 < +∞, n = 1, 2, · · · , 则有

Sn − na√
nσ

d−→ N (0, 1).

而如果考虑独立不同分布的情况, 将会更加复杂. 通常记

EXn = an, VarXn = σ2
n,

再记

Sn =
n∑

k=1

Xk, B2
n = VarSn =

n∑
k=1

σ2
n.

定理 3.7 (Lindeberg 中心极限定理). 若 {Xn, n = 1, 2, · · · } 独立, 且对任意

的 τ > 0, 都有

lim
n→+∞

1

B2
n

n∑
k=1

E
{
(Xk − a)2I(|Xk − a| ≥ τBn)

}
= 0, (1)

则有
Sn − ESn

Bn

d−→ N (0, 1).

其中 (1) 被称为 Lindeberg 条件, 其验证起来较为困难.

命题 3.8 (Lindeberg 条件的必要条件). 若 {Xn, n = 1, 2, · · · } 独立, 且满足

Lindeberg 条件, 则

• max
1≤k≤n

∣∣∣∣Xk − ak
Bk

∣∣∣∣ p−→ 0;

• lim
n→+∞

max
1≤k≤n

σ2
k

B2
n

= 0;

• lim
n→+∞

Bn = +∞.

以下是两个更容易验证的结果.
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定理 3.9. 若 {Xn, n = 1, 2, · · · } 独立, 且存在常数列 {Ln, n ∈ N}, 使得

max
1≤k≤n

|Xk| ≤ Ln, lim
n→+∞

Ln

Bn

= 0,

则有
Sn − ESn

Bn

d−→ N (0, 1).

定理 3.10 (Lyapunov 中心极限定理). 若 {Xn, n = 1, 2, · · · } 独立, 且存在

δ > 0, 使得

lim
n→+∞

1

B2+δ
n

n∑
k=1

E|Xk − ak|2+δ = 0, (2)

则有
Sn − ESn

Bn

d−→ N (0, 1).

其中 (2) 被称为 Lyapunov 条件.
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